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DE  LA  DEUXIÈME  ÉDITION. 


Cette  seconde  Partie  a  pour  objet  principal  l'inté- 
gration des  équations  différentielles;  mais  nous  ne 
nous  sommes  pas  proposé  de  traiter  cette  matière  avec 
toute  l'étendue  que  permettrait  l'état  actuel  de  la 
Science.  Nous  avons  voulu  simplement  présenter  un 
cours  élémentaire  de  Calcul  intégral,  à  peu  près  tel 
qu'était  ceJui  de  l'École  Polytechnique  il  y  a  quelques 
années.  Toutefois,  nous  avons  cherché  à  n'omettre 
aucune  idée  importante,  et  à  préparer  à  la  lecture  des 
ouvrages  des  grands  géomètres,  tant  sur  l'Analyse 
pure  que  sur  ses  applications  à  la  Mécanique  et  à  la 
Physique.  C'est  dans  cette  vue,  par  exemple,  que  nous 
avons  donné  des  formules  pour  la  représentation  des 
fonctions  arbitraires  par  des  séries  trigonométriques 
ou  des  intégrales  définies  multiples,  et  montré  com- 
ment ces  dernières  peuvent  servir  à  l'expression  des 
intégrales  des  équations  différentielles  et  des  équa- 

tions  aux  différentielles  partielles. 

Duhamel. 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


ÂyEBTISSBHENT  DE  LA  DEUXIÈME  ÉDITION V 


LIVRE  III. 

DBS  LDIITE8  W  SOMMES,  CALCUL  INVERSB  DU  CALCUL 

DIFFÉRENTIEL. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Comment  le  problème  des  limites  de  sommes  se  ramène  au  pro- 
blème inverse  de  celui  du  Calcul  différentiel i 


CHAPITRE  II. 

Diverses  méthodes  d'intégration 9 

CHAPITRE  m. 

Intégration  des  fonctions  algébriques  rationnelles i5 

Intégration  des  fonctions  algébriques  irrationnelles 18 


VIII  TABLE    DES   MATIÈRES. 


CHAPITRE  IV. 

Différentielles  binômes. 24 


CHAPITRE  V. 

Intégration  des  fonctions  exponentielles,  logarithmiques  et  cir- 
culaires         3S 


CHAPITRE  VI. 

Intégration  par  séries 44 


CHAPITRE  VII. 

Passage  des  intégrales  indéfinies  aux  intégrales  définies 5i 

Différentiation  et  intégration  sous  le  signe  / 58 


CHAPITRE  VIIL 

Autres  procédés  pour  la  détermination  d'intégrales  définies —      68 

CHAPITRE  IX. 

Intégration  des  différentielles  qui  renferment  plusiears  variables 
indépendantes 74 

CHAPITRE  X. 

Séparation  des  variables 7® 


TÀBU   DES    MATlfeU».  IX 


CHAPITRE  XI. 

PagM. 

Application  géométricpe  des  méthodes  dMntégratîon.  Qaadratirre 
des  surfaces  planes.  Rectification  des  courbes 80 


CHAPITRE  XII. 

Gubature  des  solides  et  quadrature  des  surfaces  courbes 96 

Cubature  des  solides  de  révolution gS 

Quadrature  des  surfaces  de  révolution 98 

Volume  des  corps  terminés  par  des  surfaces  quelconques loa 

Quadrature  des  surfaces  courbes  quelconques. 108 


CHAPITRE  XIII. 

Exemples  de  la  détermination  des  courbes  d'après  une  propriété 
de  leurs  tangentes 111 


LIVRE  IV. 

INTÉfiRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉREKTIELLES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Des  intégrales  des  équations  différentielles  d'ordre  quelconque.     laa 
Antre  moyen  de  déterminer  les  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles      i3a 


X  TABLE    DES    MATIERES. 


CHAPITRE  IL 

Ptrei.  . 

Des  équations  différentielles  d'une  équation  à  deux  variables. . .     i35 


CHAPITRE  in. 

Intégrales  singulières  des  équations  du  premier  ordre,  déduites 
de  l'intégrale  générale  ou  de  Téquation  différentielle i4o 


CHAPITRE  IV. 

Intégration  des  équations  différentielles  du  premier  ordre i47 

Des  facteurs  propres  à  rendre  immédiatement  iutégrable  le  pre- 
mier membre  de  Téquation.  Intégration  de  l'équation  linéaire.     i5o 


CHAPITRE  V. 

Intégration  des  équations  homogènes  et  de  l'équation  linéaire 

par  la  séparation  des  variables i5y 

Équation  de  Bemoulli i65 


CHAPITRE  VI. 

Équations  du  premier  ordre ,  dans  lesquelles  la  dérivée  entre  à 
un  degré  supérieur  au  premier 168 

Équation  différentielle  de  la  développante  du  cercle.  Son  inté* 
gration 176 


CHAPITRE  VII. 

Équations  différentielles  totales 180 


TABLE   DES    MATIERES.  ^l 


• 


CHAPITRE  VIII. 

m 

PafM. 

Des  équations  linéaires  d*un  ordre  quelconque i86 

Cas  où  Ton  connaît  une  intégrale  particulière igtt 

Autre  méthode  pour  l'intégration  de  l'équation  linéaire  complète .  i  gS 

Cas  particulier  où  le  premier  membre  n*a  qu'un  seul  terme. ...  196 

Équations  linéaires  à  coefficients  constants 199 


CHAPITRE  IX. 

Transformations  propres  à  abaisser  Tordre  des  équations 208 


CHAPITRE  X. 

Élimination  des  variables  entre  les  équations  différentielles  simul- 
tanées. Intégration  de  ces  équations 2a3 


CHAPITRE  XI. 

Équations  linéaires  simultanées a33 

Équations  linéaires  simultanées  du  premier  ordre 235 


CHAPITRE  XII. 

Intégration  par  séries niS 


CHAPITRE  XIII. 

Intégration  des  équations  différentielles  au  moyen  des  intégrales 

définies 255 

Équation  de  Riccati 266 


XII  TABLE   DES    MATIÈRES. 


CHAPITRE  XIV. 


Détermination  des  intégrales  définies  par  l'intégration  d'équations 
différentielles a73 


CHAPITRE  XV. 

Détermination  des  séries  par  Tintégration  d'équations  différen- 
tielles       280 


CHAPITRE  XVI. 

Application  des  équations  différentielles  à  la  recherche  de  fonc- 
tions dont  on  connaît  certaines  propriétés  caractéristiques. . .     284 


CHAPITRE  XVIL 

Digression  sur  quelques  propriétés  ou  usages  des  intégrales  dé- 
finies       29a 


CHAPITRE  XVm. 

Expression  d'une  fonction  périodique  arbitraire  en  série  trigono- 
métrique,  au  moyen  d'intégrales  définies 299 


CHAPITRE  XIX. 

Expression  d'une  fonction  arbitraire  non  périodique ,  au  moyen 
des  intégrales  définies 3n 


TAUJi  DES   MATIEKZS.  XIII 


CHAPITRE  XX. 

PafM. 

Intégration  des  équations  aux  différentielles  partielles 3i6 

Équations  linéaires  aux  différentielles  partielles 32 1 


CHAPITRE  XXL 

Intégration  des  équations  différentielles  partielles  linéaires,  par 
le  moyen  des  intégrales  définies 325 


CHAPITRE  XXU. 

Élimination  des  fonctions  arbitraires 34 1 


CHAPITRE  XXin. 

Intégration  générale  de  l'équation  où  les  différentielles  partielles 
n'entrent  qu'au  premier  degré  et  au  premier  ordre 344 

Intégration  des  équations  aux  différentielles  partielles  du  premier 
ordre,  qui  représentent  des  surfaces  cylindriques,  des  surfaces 
coniques,  des  conoïdes  et  des  surfaces  de  révolution 353 


CHAPITRE  XXIV. 

Calcul  des  variations 359 

Transposition  des  caractéristiques  S  ei  f 366 

Expression  de  la  variation  d'une  intégrale  définie 367 

Détermination  des  fonctions  inconnues 376 

Autre  espèce  de  condition ^lèa 

Cas  particulier  où  l'on  ne  considère  que  les  di^Bére&tielles  d» 

premier  ordre 38^ 


XIV  TABLE   DES    MATIÈRES. 


CHAPITRE  XXV. 

Pages . 

Application  à  quelques  problèmes  particuliers 390 


CHAPITRE  XXVI. 


Calcul  des  différences  flnies 407 


CHAPITRE  XXVII. 

Calcul  inverse  des  différences 4^8 

Intégration  des  fonctions,  i ^21 

Sommation  des  séries 4^8 


CHAPITRE  XXVIIL 

Formules  d'interpolation 43% 

CHAPITRE  XXIX- 

Courbure  des  surfaces 439 

Indicatrice 443 

Tangentes  conjuguées 4^^ 


CHAPITRE  XXX. 

Lois  suivant  lesquelles  varie  la  direction  de  la  normale  à  une 
surface 455 

Longueur  et  position  de  la  commune  perpendiculaire  à  deux 
normales  infiniment  voisines 464 

Théorèmes  sur  les  surfaces  orthogonales 467 


TABLE    DES    MATIERES.  XV 

Ptses. 

Remarques  générales  sur  les  systèmes  de  droites  menées  par  tous 

les  points  de  Tespace 470 

Lignes  de  courbure 478 

Application  au  paraboloïde  elliptique 485 

Application  à  l'ellipsoïde 489 


APPENDICE. 

Note  sur  les  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires  ;  par 

M.  J.  Bertrand 491 

Note  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  ;  par  M  J.  Bertrand  .     626 

PUkNCHE  I. 


»—— 


-L- 


'  '    ix.  '  K' 


ÉÙNTS    ,^/.^ 


DE 


CALCUL  INFINITÉSIMAL, 

# 

Par  m.  PUHAMEL, 

MEMBRE    DE    l'iNSTITUT    (A-CADËMIE    DES    SCIE.^CES). 


BEVUE   ET    ANNOTÉE 

Par  M.  J.  BERTRAND. 

MCMBIIS  OB  L'I?I9TITIIT. 

TOMB  8BOOXD. 


PREMIER   FASCICULE. 


PARIS, 


G AUTHIER-VILLARS ,  IMPRIMEUR-LIBKAIRE 

DE  l'École  polytechnique,  du  bureau  des  longitudes. 

SUCCESSEUR  DE  MALLET-BACHELIER, 

Quai  des  Augustins,  55. 
i875 


ÉLÉMENTS 


DB 


CALCUL  INFINITÉSIMAL. 


LIYRE  III. 


DES  LIMITES  DE  SOMMES.  CALCUL  INVERSE 
DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


CHAPITRE  PREMER. 

COMMENT  LE  PROBLÈME  DES  LIMITES  DE  SOMMES  SE  RAMÈNE 

AU  PROBLÈME  INVERSE 
DE  CELUI  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


1 .  Nous  avons  résolu  d'une  manière  générale  le  problème 
d'analyse  qui  a  pour  objet  la  reclierclie  de  la  limite  du  rap- 
port de  quantités  infiniment  petites,  lorsque  ces  quantités 
sont  les  accroissements  simultanés  de  variables  liées  par  des 
équations  données.  Ce  dernier  cas  est  le  plus  ordinaire,  et 
Ton  y  ramène  en  général  les  autres  \  cependant  il  peut  en  être 
autrement,  et  l'on  eu  voit  des  exemples  dans  quelques-unes 
des  questions  géométriques  que  nous  avons  traitées  :  on  se 
dirige  alors  suivant  les  circonstances. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  du  problème  infi- 
nitésimal, qui  a  pour  objet  la  détermination  des  limites  de 
sommes,  et  chercher  si  l'on  peut  le  ramener,  comme  le  pré- 
cédent, à  des  méthodes  générales  de  calcul. 

Calcul  inf.  D,  ^  IL  I 
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Remarquons  d'abord  que,  dans  toutes  les  questions  de  ce 
"^  ^genrie  que  nous  avons  étudiées  précédemment,  les  quantités 
infiniment  petites  que  nous  avons  substituées  aux  éléments 
exacts  de  la  grandeur  à  évaluer  présentent  ce  caractère 
commun,  que  leur  expression  analytique  est  le  produit 
d'une  fonction  d'une  variable  par  l'accroissement  infini- 
ment petit  que  prend  cette  variable  quand  on  passe  d'un 
élément  au  suivant.  Commençons  par  reconnaître  ce  point 
important. 

2.  Quand  nous  avons  voulu  déterminer  Taire  d'une 
courbe  plane,  nous  avons  employé  un  premier  modo  de 
décomposition  par  des  parallèles  infiniment  voisines  et,  au 
lieu  des  segments  eux-mêmes  compris  entre  deux  parallèles 
consécutives,  nous  avons  considéré  les  parallélogrammes  in- 
térieurs ou  en  partie  extérieurs,  qui  en  diiTèrent  d'une  quan- 
tité infiniment  petite  par  rapport  à  ces  segments.  Pour  avoir 
Texpression  générale  de  ces  parallélogrammes,  prenons  un 
axe  des  x  perpendiculaire  et  un  axe  des  y  parallèle  aux  sé- 
cantes \  l'expression  de  la  corde,  qui  est  le  côté  fini  du  paral- 
lélogramme rectangle,  est  une  fonction  de  x  donnée  par  la 
nature  du  contour.  Si  on  la  représente  par  F(x)  et  qu'on 
désigne  par  ùkX  la  diflerence  des  x  correspondant  à  deux 
parallèles  consécutives.  Faire  cherchée  sera  la  limite  de  la 
somme  des  valeurs  que  prendra  F  (x)  Ax  lorsque  x  pren- 
dra successivement  toutes  les  valeurs,  à  partir  d'une  pre- 
mière qui  est  donnée,  croissant  par  intervalles  ù^x^  égaux 
ou  inégaux,  mais  indéfiniment  décroissants,  jusqu'à  ce  que 
l'on  parvienne  à  la  valeur  de  x  à  laquelle  se  termine  la  sur- 
face à  évaluer. 

Cette  surface  a  donc  pour  expression  analytique 

Um2F(;r)Aar 
dans  le  sens  qui  vient  d'être  développé. 
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Passons  à  un  autre  mode  de  décomposition  des  aires,  et 
considërons-lés  comme  décomposées  par  des  droites  partant 
d'un  même  point  et  faisant  entre  elles  des  angles  infiniment 
petits.  La  question  revient  alors  à  trouver  la  limite  d'une 
somme  de  secteurs  circulaires  ayant  pour  rayons  les  rayons 
vecteurs  de  la  courbe,  et  pour  angles  au  centre  les  diffé- 
rences des  valeurs  successives  de  Fangle  du  rayon  vecteur 
avec  Taxe  fixe. 

Désignant  cet  angle  par  9,  et  par  r  le  rayon  vecteur  qui 
est  une  fonction  donnée  de  0,  il  s'agira  de  calculer  la  valeur 

de  lim^^  — AS,  ou,  en  représentant  —  par  F  (6),  la  valeur 

de 

on  en  revient  donc  encore  au  même  problème  d'analyse. 

On  reconnaîtra  facilement  qu'on  est  ramené  à  ce  même 
problème  pour  la  cubature  des  solides,  la  rectification  des 
courbes,  la  quadrature  des  surfaces  courbes,  et  les  autres 
limites  de  sommes  que  nous  avons  considérées. 

Occupons-nous  donc  de  ce  problème  unique  d'analyse 
auquel  nous  conduisent  toutes  ces  recherches  de  limites  de 
sommes. 

Considérons^  une  fonction  quelconque  de  x^  ^(^)j  ^^ 
démontrons  d'abord  qu'il  existe  une  limite  déterminée  pour 

la  somme  ^  F  (x)  Ar,  lorsque  l'on  prend  successivement 

pour  X  les  valeurs  depuis  une  valeur  Xq  jusqu'à  une  autre 
valeur  X,  en  les  faisant  croître  par  intervalles  égaux  ou 
inégaux,  désignés  par  ùx. 
H  suffit  pour  cela  de  concevoir  une  courbe  ayant  pour 

équation  j  =  F{x)  -,  21^ ("^)  ^^  ^^'*  ^*  somme  de  rec- 
tangles intérieurs  ou  extérieurs,  que  nous  avons  démontrés 

u 
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avoir  pour  limite  Taire  de  la  courbe  entre  les  ordonnées 
correspondant  aux  abscisses  Xo,  X.  Il  est  donc  certain  que^ 

quel  que  soit  F(a:),  l'expression  y^F(jc)Ar  a  une  limite 

déterminée,  indépendante  des  grandeurs  relatives  des  ac- 
croissements infiniment  petits. 

Nous  représenterons  cette  limite  de  la  manière  suivante  : 

X 


f 


et  nous  lui  donnerons  le  nom  $  intégrale  de  F  (  x  )  dx^  entre    ^ 
les  limites  Xo,  X. 

Identité  du  problème  des  limites  de  sommes  ai/ec 
le  problème  ini/erse  du  Calcul  différentiel. 

3.  Remarquons  maintenant  que  si,  laissant  x^  constant, 
nous  regardons  X  comme  variable,  l'intégrale,  ou  l'aire 
qui  la  représente,  sera  une  fonction  de  cette  valeur  ex* 
trême  X,  que  nous  remplacerons  par  la  lettre  x.  Or  il  est 
facile  de  voir  que  la  dérivée  de  cette  fonction  sera  F(x)5 
car,  si  l'on  augmente  x  de  Ar,  l'aire  augmentera  d'une 
quantité  dont  le  rapport  avec  le  rectangle  F(x)  Ar  a  pour 
limite  l'unité,  quand  Ax  tend  vers  zéro^  la  limite  du  rap- 
port de  l'accroissement  de  Taire,  ou  de  Tintégrale  à  l'ac- 
croissement de  la  variable  .x,  ne  sera  donc  pas  altérée  en 
substituant  F  (x)  Ar  à  l'accroissement  exact  de  cette  inté- 
grale, et  par  conséquent  sa  dérivée  sera  F(x). 

D'où  résulte  cette  proposition  importante  : 

/•x 

L'intégrale  j     F(x)^x,  prise  depuis  une  valeur  con^ 

stantex^  Jusqu'à  une  valeur  indéterminée  x,  est  unefonc'" 
lion  dont  la  dérivée  par  rapport  à  x  ert  F(x),  ou  dont 
la  difféfentielle  est  F  (x)  dx. 
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Le  problème  qui  a  pour  objet  la  détermination  des  limites 
de  sommes  d'infiniment  petits,  dont  on  donne  la  forme  géné- 
rale ¥(x)dxj  est  donc  renfermé  dans  celui  qui  a  pour  ob- 
jet de  remonter  de  la  dérivée,  ou  de  la  différentielle  d'une 
fonction,  à  cette  fonction.  Ce  dernier  problème  est  l'inverse 
de  celui  du  calcul  des  dérivées  ou  des  différentielles  des 
fonctions  ;  il  est  prouvé  par  ce  qui  précède  qaila  toujours 
une  solution,  puisqu'il  renferme  celle  du  problème  des 
limites  de  sommes,  dont  nous  avons  démontré  l'existence. 

H  nous  reste  donc  à  chercher  des  règles  générales  pour 
remonter  des  dérivées  aux  fonctions. 

4.  Mais  nous  ferons  d'abord  une  observation  importante. 
Si  l'on  connaît  une  solution  de  cette  question,  c'est-à-dire 
une  fonction  ayant  pour  dérivée  la  fonction  donnée,  on  en 
aura  une  plus  générale  en  lui  ajoutant  une  constante  arbi- 
traire, c'est-à-dire  une  quantité  indépendante  delà  variable 
dont  il  s'agit  ;  car  la  dérivée  ne  sera  pas  changée  par  cette 
addition,  puisque  la  dérivée  d'une  constante  est  nulle. 
Et  il  y  a  plus  :  il  n'existe  pas  d'autres  solutions  que  celles 
que  l'on  obtient  ainsi  ^  car  on  ne  peut  ajouter  à  la  première 
fonction  qu'une  quantité  qui  ne  change  pas  la  dérivée  et, 
par  conséquent,  dont  la  dérivée  soit  nulle  d'elle-même.  Or 
nous  avons  vu  (tome  1*^,  n**  70)  qu'il  n'y  avait  qu'une  quan- 
tité indépendante  de  la  variable  qui  pût  avoir  sa  dérivée 
nulle  pour  toute  valeur  de  la  variable  j  d'où  résulte  cette 
importante  proposition  : 

Lorsque  Von  aura  troui^é  une  fonction  particulière  de  x 
dont  la  dérii^ée  par  rapport  à  x  sera  la  fonction  donnée, 
on  aura  la  fonction  la  plus  générale  qui  satisfasse  à  cette 
même  condition,  en  ajoutant  à  la  première  une  constante 
arbitraire. 

Cette  intégrale  générale  s'écrit  de  l'une  des  deux  ma- 
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niéres  suivantes  : 

/     F(x)dx-hC,    ou      I 'P(x)dx. 
» 
5.  Détermination  de  la  constante.  —  Nous  avons  dît 

que   la  limite  de   la  somme  ^F(j?)  Ar,  ou  Tintégrale 

I      F(x)  dx^  était  une  fonction  de  x  ayant  pour  dérivée 

F(jr).  Soit  <f[x)  une  fonction  particulière  trouvée  par  un 
moyen  quelconque,  et  satisfaisant  à  cette  condition  :  la  fonc- 
tion la  plus  générale  qui  y  satisfera  sera,  par  ce  qui  précède, 

€  désignant  une  constante  arbitraire.  Donc   /     ¥[x)dx 

est  compris  dans  Texpression  générale  y  (.r )  -h  c,  et  il  ne 
s'agit  plus  que  de  fixer  la  valeur  qu'il  faut  donner  à  Tindé- 
terminée  c  pour  obtenir  l'intégrale  cherchée,  qui  est  coui- 
plétement  déterminée.  Posons  donc 


X. 


F(x)  <£r  =  y( jt)  -f-  c. 


et  donnons  à  x  une  valeur  particulière  quelconque  j  les 
deux  membres  devant  être  toujours  égaux,  on  en  déduira  la 
valeur  de  c,  si  celle  du  premier  membre  est  connue.  La 
plus  simple  de  toutes  \g^  valeurs  de  j:  à  choisir  est  o'o,  qui 
annule  évidemment  le  premier  membre,  d'après  sa  signifi- 
cation même ,  et  il  en  résultera 

f(^o)-f-c  =  o,     d'où     C=  — ^(«o)j 
et  par  suite 


^. 
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Cette  formule  exprime  que  Tintégrale  estraccroîssement 
que  prend  une  fonction  <f{x)  ayant  pour  diSerentielIe 
F(x)  dxj  lorsque  Ton  passe  de  la  valeur  x^  à  la  valeur  x 
de  la  variable^  et  c'est  ce  qu'il  est  facile  de  reconnaître  di- 
rectement :  en  effet,  l'accroissement  fini  d'une  fonction  est 
^gai  à  la  somme  des  accroissements  infiniment  petits  qu'elle 
prend  successivement,  quand  on  fait  passer  la  variable  de 
la  première  valeur  à  la  dernière  par  degrës  indéfiniment 
décroissants.  Or  cette  somme  est  égale  à  la  limite  de  celle 
des  différentielles  de  la  fonction,  qui  ne  diffèrent  des  accrois- 
sements mêmes  que  de  quantités  infiniment  petites  par  rap- 
port à  eux  :  elle  est  donc  égale  à  la  limite  de  \F(x)dx. 

D'où  il  suit  que,  pour  connaître  cette  dernière,  il  suffit  de 
chercher  une  fonction  ayant  pour  différentielle  ¥{x)dx^ 
ou  pour  dérivée  F(x),  et  de  prendre  l'accroissement  qu'elle 
subit  lorsqu'on  fait  passer  la  variable  Xq  à  x.  Ce  qui  con- 
duit à  la  formule  précédente. 

6.  Remakque.  —  Toutes  les  fois  que  l'on  a  à  calculer 
ime  grandeur,  on  peut  ramener  le  problème  à  la  recherche 
d'une  fonction,  lors  même  que  la  grandeur  serait  bien  déter- 
minée, comme  par  exemple  le  volume  d'une  sphère  dont  le 
rayon  serait  un  nombre  particulier  5  et  non-seulement  parce 
qu'on  pourrait  chercher  l'expression  générale  d'une  sphère 
dont  le  rayon  est  indéterminé,  expression  qui  sera  une  fonc- 
tion du  rayon,  dans  laquelle  on  pourra  ensuite  donner  à  ce 
rayon  la  valeur  particulière  en  question;  mais,  en  conser- 
vant toujours  cette  valeur  particulière,  on  peut  chercher 
l'expression  générale  d'une  partie  de  la  sphère,  déterminée 
par  un  plan  perpendiculaire  à  un  certain  diamètre  et  qui 
réponde  à  un  segment  arbitraire  de  ce  diamètre  :  on  a  ainsi 
une  fonction  de  ce  segment  variable,  et  on  aura  le  volume 
de  la  sphère  en  supposant  ce  segment  égal  au  diamètre 
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même.  Ayant  ainsi  ramené  les  problèmes  à  la  recherche 
d'une  fonction,  si  Ton  ne  voit  pas  de  moyen  facile  de  la 
déterminer  elle-même,  on  peut  chercher  si  sa  dérivée  se- 
rait plus  facile  à  connaître.  S'il  en  est  ainsi,  le  problème 
est  ramené  à  celui  dont  nous  nous  occupons,  et  qui  a  pour 
objet  de  remonter  d'une  dérivée  à  la  fonction.  C'est  ainsi 
que  l'on  aurait  pu  prendre  tous  les  problèmes  des  limites  de 
sommes  que  nous  avons  étudiées  sous  un  autre  point  de  vue^ 
qui  était  plus  naturel,  et  devait  se  présenter  le  premier. 
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CHAPITRE  IL 

DIVERSES  MÉTHODES  D'INTÉGRATION, 


7.  Intégration  immédiate.  —  Lorsqu'on  reconnaît  dans 
l'expression  à  intégrer  la  différentielle  d'une  fonction  con- 
nue, il  suffit  d'ajouter  à  cette  fonction  une  constante  arbi- 
traire pour  avoir  l'intégrale  générale  demandée,  et  il  est 
bon  d'observer  que,  si  l'on  multiplie  une  différentielle  par 
une  constante  quelconque,  l'intégrale  se  trouve  multipliée 
par  le  même  nombre.  Ainsi  d'abord,  en  considérant  les 
différentielles  de  toutes  les  fonctions  simples,  comme  nous 
l'avons  déjà  remarqué  vers  le  commencement  du  Calcul  dif- 
férentiel, on  formera  un  premier  recueil  d'intégrales  indé- 
finies, renfermées  dans  le  tableau  suivant  : 


dj*^*=  (m-H  l)a*dLr.. 


^+1 
m  -h  I 


da'zzz  a'iadx. 


„  loge  _         dx 

^  X  x\a 


d  sinx  =  cosxdlr  ..... 


dcQ^x  z=.  —  sin  j?  dx, . 


dx 
</tancx=  — r 


1  a^dx  z=z 
Cdx logo: 


H-  C  =  U  4-  C, 


loge 
cosxdlr  =  sinx  -+-  C, 


cosx  -4-  C, 


■ .  •  •  • 


COS'X 


dcOtX  = : 


dx 


sm'x 


/  sinxdx=z  — 

/dx 
— -.  =  tangx  4-  C, 
cos'x  ^ 

r  dx   _ 
J  sin'x 


cot  j?  H-  C, 
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r  dx 

■  _                    —  arir  «in  jr 

—  C, 

V^i  — X» 

J  Vi-** 

^                         — ^ 

a  arccosx  = : 

1 =  arcoosx 

-^c. 

^X  —  jr 

J  VI  — '' 

dx 
aarctangx      

r   dx 
J  .^^-«^^' 

-c. 

-^dx 
d  arc  cot  x 

1    —  arc  cot  X 

-f-C. 

IH-  X*  /     I  +  x' 


^ous  désignons  ici  par  x  une  variable  quelconque,  qui 
pourrait  ôtrc  une  fonction  d'une  autre  yariable. 

En  d'autres  termes,  on  peut  remplacer  x  par  une  fonc- 
tion quelconque  f  (x)  dans  toutes  les  formules  précédentes. 
Ainsi,  par  exemple,  la  première  donnera 

8.  n  y  a  une  remarque  à  faire  sur  la  formule 


/ 


x^dx  =  — ^ h  C. 

m  -hi 


Elle  devient  illusoire  lorsque  Ton  suppose  m= — i.  Dans 

dx 
ce  cas,  la  différentielle  est  — ;  et  son  intégrale  la:-:-G 

X 

nY*tant  plus  algébrique  ne  saurait  en  effet  être  fournie  par 

l'expression  algébrique  — h  C. 

Néanmoins,  comme  la  formule  est  exacte,  quelque  près 
que  m  soit  de  —  i ,  on  peut  en  déduire  l'expression  qui  doit 
la  remplacer  dans  ce  cas  particulier,  en  faisant  converger  m 
vers  la  limite  —  i ,  et  choisissant  la  constante  arbitraire 
de  manière  que  le  résultat  tende  vers  une  limite  finie.  H 
suffira,  pour  cela,  de  mettre  le  second  membre  sous  la  forme 

h  Ci^  et  la  première  partie  se  présentera  sous 
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la  forme  -  pour  m  =  —  i,  Cj  étant  une  constante  arbi- 
traire *,  on  aura  ainsi  constamment 


/ 


ardx  = h  C,. 

m  -+- 1 


La  première  partie,  qui  devient  -  quand  on  fait  m  =  —  i , 

a  une  limite  déterminée,  égale  k\x  —  la;  et  si  Ton  fait 
Cl  —  la  =  C,  C  restant  arbitraire,  on  aura 


I  ar-^dx  = 


Ix  -h  C, 


ce  qui  s'accorde  avec  la  troisième  formule  du  tableau  pré- 
cédent. 

9.  Intégration  par  décomposition.  —  La  différentielle 
d'une  somme  de  fonctions  étant  la  somme  des  différentielles 
de  ces  fonctions,  il  s'ensuit  qu'on  aura  l'intégrale  générale 
d'une  somme  de  différentielles  en  faisant  la  somme  de  leurs 
intégrales  et  y  ajoutant  une  constante  arbitraire,  si  l'on 
n'en  a  déjà  ajouté  dans  les  intégrations  partielles, 

On  pourra  donc  intégrer  une  expression  différentielle 
si  l'on  peut  la  décomposer  en  plusieurs  autres  dont  on  con- 
naisse les  intégrales.  Quelquefois  la  décomposition  n'est 
employée  que  pour  ramener  à  des  expressions  plus  simples, 
que  l'on  cherche  ensuite  k  intégrer  par  d'autres  procédés. 

Le  nombre  des  parties  dans  lesquelles  on  décompose  la 
fonction  donnée  peut  être  infini  ;  c'est  ce  qui  arriye  quand 
on  la  développe  en  série  :  dans  ce  cas  il  faudra  toujours 
faire  la  somme  des  intégrales  des  différents  termes  ;  mais  il 
y  a  quelques  précautions  à  prendre  relativement  à  la  con- 
vergence des  séries,  et  nous  reviendrons  plus  tard  sur  ce 
point. 
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10.  Intégration  par  substitution,  —  Sî  Ton  a  i  intégrer 
F{x)dx^  et  (jue  Toii  pose  j:  =  ç(z),  d'où  dx=i  (f'{z)dz^ 
l'expression  donnée  devient  F  [ç(z)]ç'(r)rfz,  et  la  limite 
de  la  somme  des  valeurs  de  celle-ci  sera  la  même  c[ue  la 
limite  de  la  somme  des  valeurs  de  F(x)  rfx,  pourvu  <jue  les 
valeurs  extrêmes  se  correspondent  dans  ces  deux  sommes. 
Donc  on  aura 

pourvu  que  Zo  et  Zi  soient  déterminés  par  les  équations 

J/»Jf 
'    F{x)dx-^C 

peut  être  remplacée  par 


X 


V[ff{z)]<f'{z)dz-hC. 


On  peut  encore  s'en  assurer  en  observant  que  la  fonction 
dont  la  dérivée  par  rapport  à  x  est  F  (a:)  doit  avoir  pour 
dérivée  par  rapport  à  z 

F(x)y'(z),     ou     F[î(z)V(z). 

La  question  est  donc  ramenée  à  trouver  une  fonction  dont 
la  dérivée  par  rapport  à  z  soit  la  fonction  F[<f{z)](f'(z). 

La  relation  ar  =  (f(i;)  étant  arbitraire,  on  parvient  sou- 
vent à  la  déterminer  de  manière  à  rendre  la  seconde  inté- 
gration plus  simple  que  la  première. 

'     F(a:'i-a)rfa:  devient,  en  po' 
sant  j?  -h  a  =  j^, 

'         F(r)rfr, 
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OU,  en  changeant  la  lettre  j  en  x^ 


on  a  donc 


'  F(x)dit; 


r*x  nx-ha 

j      F(a:-^a)dxz=z  j  F{x)dx. 

/dx 
—^ 5»  on  pose  X  :=  aj^   d'où 

dx=^adjry  on  a 

/dx  ï    r   dr  i  1  X 

Soit  maintenant 

/xdx 
-===,     et    «»^-a»=7»,     xdxzzzydx, 
^x»  -h  a* 


on  aura 


Voici  encore  quelques  exemples  : 


je'¥{éf)dx,     ^=Xj     €»dx  =  dy^    je'F{e')dx=jF{y)djr, 
j  cosx¥{mïx)dXj    ûnxzzzjr,     j  cosxF(sinx)^=  /Ffjjdfj, 

H .  Intégration  par  parties.  —  La  formule 


dluv)  dv  du 

— i — -zzzu h  c  — 

dx  dx         dx 
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donne 

I  udç  =  u(f  —   1  vdUf 

et  ramène  la  recherclie  de  l'intégrale  j  udi^k  celle  de  j  ç^du. 

Or  on  peut  souvent  décomposer  la  fonction  F(x),  qui  se 
trouve  sous  le  signe  d'intégration,  en  deux  facteurs  tels, 
que  l'un  soit  une  différentielle  connue,  et  que  l'intégrale 
à  laquelle  on  est  conduit  par  ce  procédé  soit  plus  simple 
que  la  première.  Cette  méthode  s'appelle  intégration  par 

parties.  Soit,  par  exemple,    I  xcosxdx-^   on   prendra 

cosxdx  pour  la  différentielle  d^^  et  x  remplacera  u\  on 
aura  donc 

1  X cosxdx  =:  xsiax —  /  sin«<£r  =  x  sinx +  cosj:  +  C; 

de  même 

/  x^aysxdx  1=  x^dnx  —  m  j  jf*-*  sinx tir» 

Cette  dernière  se  ramènera  de  même  à  une  autre  où 
l'exposant  de  x  sera  m  —  2,  et  ainsi  de  suite  :  on  finira 

donc  par  arriver  à   f  sinx^x  ou  1  cosxdx^  suivant  que 

m  sera  impair  ou  pair. 

Nous  allons  appliquer  ces  différentes  méthodes  au  petit 
nombre  de  fonctions  qui  peuvent  être  intégrées  générale- 
ment. 
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CHAPITRE  m. 

INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES  RATIONNELLES. 


12.  Toute  fonction  rationnelle  de  x  peut  être  considé- 
rée comme  composée  d'une  partie  entière  et  d'une  fonc- 

tion  >  dans  lac[uelle  F(x)  sera  d'un  degré  inférieur  à 

F(«) 
La  décomposition  de  la  fraction  j — ^9  d'après  les  pro- 
cédés qui  ont  été  exposés  précédemment  (tome  P',  Note  II), 
conduira  à  l'intégration  d'expressions  ayant  respectivement 
l'une  des  formes  suivantes  : 

Adx  kdx  ('Ax-4-B)djr  (Ax-f-B)fltr 


Examinons-les  successivement. 

1^  La  première  donne  immédiatement 

kdx 


! 


=  Al{a:  —  a)  -f-  C. 


X  —  a 
a**  On  trouvera,  pour  la  seconde, 

Kdx  A 


/ 


C. 


[x  —  a/  (/ï  —  i)  (or  —  a)*-' 

3^  Pour  la  troisième,  on  la  décomposera  comme  il  suit  : 

f  A.r  -H  '&)dx  __  k(x  —  a)dx  (Aa  -*-  B  'dx 
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La  première  de  ces  deux  nouvelles  fractions,  ayant  pour 
numérateur  le  produit  de  A  par  la  moitié  de  la  différentielle 
du  dénominateur,  est  la  différentielle  de 


i  \[[x  ^  ay -h  V]. 


Pour  intégrer  la  seconde,  on  posera 

X  —  a  =z  62,     d'où     dir  =  €d!s, 

et  elle  devient 

As  +  B     dz 

ce  qui  est  la  différentielle  de 

Aa-f-B 

jT —  arc  tangz; 

donc 


/ 


{A.x-hB)dx      A  Aa+B  «—a      „ 

4^  Quant  à  la  dernière  expression 

(Ax-4-B)^ar 

on  la  décomposera  ainsi  : 

A{x'-a)dœ  (Aa-4-B)</x 


La  première  partie  est  la  différentielle  de 

--A 

2(«  —  l)[(x  —  a}' -h  6»]—»' 

Pour  intégrer  la  seconde  partie ,/   ^\_Ir^u^  on  posera 
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a:  —  «  =  ê^f,  et  elle  deyiendra       ^^^     ^-^ -5  tout  sera 

donc  réduit  à  intégrer  -^ ;  or  on  a  identiquement 


l-h  Z* Z»  I  3» 


donc 

Mais  l'intégration  par  parties  donnera 

/^'^g 5 I         f       dz 

substituant  dans  la  précédente,  il  vient 

/^g f a  71  — 3    /*       £/g 
(;j^-f-l)»          (2/1  — 2)(J8'—  l)— »  271— 2  J    (z»-f.ij«-.' 

L'intégration  étant  ramenée  à  une  autre  semblable,  mais 
dans  laquelle  l'exposant  de  z*-i-i  est  diminué  d'une  unité 
on  parviendra,  par  une  suite  de  réductions  analogues,  à 

dz 
l'intégrale  de  --; — j  qui  est  arctangz.  On  obtiendra  ainsi 

z  -H  1 

la  formule  suivante  : 

(a/i-3)(an-5)...5.3,  1 

+  (»«-4)(--.»-6)...4.»^''^'^'~'  J 

(an  — 3)(2/î  — 5)...3.i 
(an— a)(a/i  — 4)...4  a  "    ^ 

Si  l'on  multiplie  cette  expression  par  -  ^^^ — ,   et  qu'on 

J*  -    CL 

remplace  z  par  — ^ — »  on  aura  l'intégrale  indéfinie  de 


6 

Calcul  înf.D.-^Xh 
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on  connaîtra,  par  conséquent,  celle  de  la  fonction  proposée 

(Ax-hB)r/.r 

Ainsi,  au  moyen  des  méthodes  qai  viennent  d'être  expo- 
sées, on  pourra  intégrer  toute  expression  algébrique  ration- 
nelle. 

Intégration  des  fonctions  algébriques  irrationnelles. 

13.  Badicaux  du  second  degré.  —  Il  n'y  a  qu'un  très- 
petit  nombre  de  fonctions  irrationnelles  que  l'on  sache 
intégrer  sous  forme  finie.  Nous  allons  examiner  celles 
dont  l'intégration  peut  s'effectuer  avec  une  certaine  géné- 
ralité. 

Nous  commencerons  par  les  fonctions  où  la  seule  quan- 
tité irrationnelle  est  un  radical  du  second  degré,  sous  le- 
quel se  trouve  un  polynône  du  second  degré  :  du  reste,  ce 
radical  peut  être  combiné  algébriquement  avec  x,  d'une 
manière  quelconque. 

Gomme  on  peut  faire  passer  hors  du  radical  le  coefficient 
du  terme  qui  renferme  x*,  nous  pouvons  représenter  la  dif- 
férentielle proposée  par 


Pour  intégrer  cette  expression,  il  suffira  de  remplacer  x 
par  tme  fonction  d'une  autre  variable  telle,  que  les  quan- 
tités or,  dx  et  ^a-H  bxzïix^  soient  rationnelles  \  car  on 
retombera  dans  la  théorie  précédente,  qui  donnera  tou- 
jours le  moyen  d'effectuer  l'intégration. 

i^  Supposons  que  x^  ait  le  signe  +  sous  le  radical.  On 
pourra  poser 
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d'où 

a  -f-  bx  =  2.zx  -i-z',     bdx=,2,zd.T  -f-  nxdz  H-  2zdz^ 
z' — a  2(2' — bz-\~a) 

z^  —  hz  -^  a 


^a-{-  bx  -\-  x*-= 


HZ  —  0 


La  différentielle  proposée  devient  donc  rationnelle  par  cette 
transformation.  On  aurait  encore  pu  poser 

^a-{-  bx  -h  «*  =z  ^  -hxz', 
il  en  résulterait 

b  -i-xz=z2z^  -h  xz^y     dx  =  ^dz^a  -h z^dx -4-  Q.xzdzy 

nzy/a  —  b        _             z^sfa  —  bz  -h  ^  . 
xz= — ,     dxz=z7, z — dzy 

I — z^  (i  —  z'y 

/ z^Jâ—bz-^da 

^  I  —  z» 

La  différentielle  proposée  devient  donc  encore  rationnelle  \ 
mais  cette  transformation  aurait  Tinconvénient  d'intro- 
duire des  imaginaires  si  a  était  négatif. 

On  peut  encore  employer  une  troisième  transformation 
quand  les  racines  du  trinôme  a  +  bx  +  x^  sont  réelles \  ce 
qui  aura  toujours  lieu  dans  le  cas  où  la  transformation  pré- 
cédente ne  peut  se  faire  en  quantités  réelles. 

Soit 

a  -+-  bx  -4-  a:*  =  (ar  —  ol)[x  —  6), 

a  et  6  étant  réels  ;  posons 

yoH-TjT+l?  =  (j:  —  a)z, 
on  en  tirera 


X  —  6  =  (a?  —  «)«%     dx  =  z*dx'^^[x — a)  «^3, 
t — az*  ,         2z(6  —  a)   . 

1  —  z*  (i  —  z*)» 

^  I  —  z' 

a. 
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2^  Dans  le  cas  où  x*  serait  affecté  da  signe  —  sous 
le  radical,  on  ne  pourrait  employer  la  première  de  ces 
trois  transformations.  On  pourrait  employer  la  seconde  si 
a  était  positif.  Enfin,  si  a  était  négatif,  les  racines  du  tri- 
nôme a-h  bx  —  X*  seraient  réelles,  sans  quoi  le  radical 

^a-f-  bx — X*  serait  toujours  imaginaire  ;  alor  son  emploie- 
rait la  troisième  transformation,  qui  n'exige  que  la  réalité 
des  racines  du  trinôme. 

On  pourrait  encore  rendre  rationnelle  une  fonction  algé- 
brique qui  renfermerait  deux  radicaux  de  la  forme 

pour  cela  on  poserait 
d'où 


xz^z* — a,     d,v=:2zdZf     \b-ï-jê  =  ^  z^ -h  b  —  a. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  fonction  différentielle  don* 
née,  elle  ne  renfermera  qu'un  seul  radical  du  second  degré, 
qui  affectera  une  expression  du  second  degré  en  z.  On 
retombe  ainsi  dans  le  cas  précédent. 

14.  Appliquons  ces  transformations  à  quelques  cas  par- 
ticuliers. 
Soit 

^a  4-  bx  -^  X* 

posant 

^a-j-  Ox  -h  x^  =  z  —  X, 
on  en  déduit 

f                             •       •         if* — x\dz 
a-^bxzz:  —  2«z-4-z%     dx  = -^ i — f 

o  -f-  2Z 
dx  dx  2  dz 
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donc 
Dans  le  cas  où  l'on  aurait  6  =  o,  on  trouverait 


/; 


15.  Considérons  maintenant 


:  z=  1(  X  H-  ^a-hx^)  -h  c. 


^a  "h  bx  —  x' 

et  posons 


d*où 


V'a  +  6x  —  x'  =  ^  -f.  xs, 

dx  7,dz 


b  —  X  =  2z  ^a  -4-  xa*, 


donc 


/; 


dz 
—======  :=  C  —  2  arc  tangz 

^a  -\'  bx  —  X* 

r        ^  «      .         va  -f-  6.r  —  .r=  —  v'^ 

=  C  —  2  arc  tang  -^ — ■ 1_ 


Si  les  racines  du  trinôme  a-\'bx  — x*  sont  réelles,  on 
peut  employer  la  troisième  transformation  et  poser 

^a  -f-  ^x  —  X»  =  (x  —  a)z, 
en  supposant 

x'—  ôx  —  a  =  (x  —  a)  (x  —  6). 
On  aura  d'abord 

6  —  «=(«  —  a) 3%     —  dx[i  4-  «')  =  2(x  —  aL)zdzy 

dx  ^dz 

(x  — a)a  H-z>' 
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donc 


—    X 


/'           dx                 ^  /s  - 

=  G  —  aapc  tanff  i  / r - — 


=  C  —  arc  tanc ; — r-r — —  =  C  —  arccos 


/  a JT  —  6  \  ^6*-T-4a 


Dans  le  cas  particulier  où  J  =  o,  a  =  i,  ^cette  dernière 
formule  donne 


/ 


=0  —  arc  cosx  =  C  -+-  arc  sin  t» 

V^I  — ar» 


L'autre  transformation  donnerait,  dans  ce  cas, 


/ 


dx  _  ^  I  —  .r' —  l 

--..^.^^C-aarctang 

— —  .7! 

=  C  —  arc  tan*g '—  =:  C  H-  arc  sin -r, 

^i  —  x^ 


résultat  identique  au  précédent. 

i6.  On  a  souvent  i  intégrer  des  expressions  de  la  forme 
suivante  : 

(ax  •+-  6)  fix 


^a  -h  bx  —  X? 

On  introduit  alors  au  numérateur  la  différentielle  de  la 
quantité  soumise  au  radical,  et  Ton  décompose  cette  diffé- 
rentielle dans  les  deux  suivantes  : 


a(x \  dx  (6H-'^^ldlr 


(-"^) 


^a  -f-  bx  —  x^       ^a  -f-  bx  — 
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La  première  a  pour  intégrale  — a^a-h  bx  —  x^y  et  la 
seconde  rentre  dans  le  cas  précédent. 

17.   La  différentielle peut  être  intégrée 

y  a  -f-  bas  —  jc^ 

d'une  manière  plus  simple  (jue  par  les  transformations 
que  nous  venons  d'effectuer,  en  la  ramenant  à  la  forme 

dz  .         . 

— -:^  j  expression  qui  a  pour  intégrale  arcsin^.  En  effet, 

on  a 


ehs 


de  dx 


Sjj^" 


Va-f6*  — X»  /6'  /  ^\^  /  /  ^   \ 


b^  I  b\ 


donc 


h 

X 

dx  2 

=  arc  «in ■+•  C. 


^a  -f-  hx  —  X 


v/?-*-" 


18.    Fonctions  de  monômes  irrationnels.  —  Si  l'on 
a   une    fonction    algébrique    rationnelle    des    quantités 
2      2  £ 

x" ,  x^,. . .,  a:*,  il  est  facile  de  la  rendre  rationnelle,  en 

même  temps  que  dx\  il  suffira  de  poser  x  =  z'^"-'  :  on 
aura  alors  dx  ^=:  nq..  .sz'^"'^^ds^  et  tous  les  monômes 


m 


x^ ^,,  .^  X*  seront  rationnels  en  z. 
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CHAPITRE  lY. 

DIFFÉRENTIELLES  BINOMES. 


19.  On  désigne  sous  ce  nom  les  expressions  de  la  forme 

On  peut  toujours  supposer  m  et  n  entiers^  car,  s'ils 

étaient  fractionnaires,  la  transformation  indiquée  dans  le 
numéro  précédent  ramènerait  à  une  expression  semblable, 
où  les  exposants  de  la  variable  seraient  entiers.  L'exposant 
p  est  supposé  fractionnaire^  car  s'il  était  entier,  positif 
ou  négatif,  l'expression  proposée  serait  rationnelle.  Les 
signes  de  ces  trois  exposants  sont  arbitraires  ;  mais  on  peut 
toujours  supposer  n  positif  :  en  effet,  s'il  était  négatif,  on 
pourrait  multiplier  le  binôme  a  +  £x"  par  j?~*  et  ajouter 
np  à  l'exposant  de  af*^  qui  pourrait  alors  devenir  fraction- 
naire, mais  que  l'on  rendrait  entier  par  la  transformation 
déjà  indiquée.  On  peut  donc  toujours  supposer  m  et  r 
entiers  et  n  positif. 

Nous  emploierons  d'abord  la  méthode  de  substitution, 
et  nous  poserons  a  -+-  Jx"  =  ^,  d'où 

1  I 


et,  par  suite. 


m -ht 


Donc,  si  ■■  est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 
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Texpression  en  z  n'aura  plus  d'irrationnel  que  le  mo- 
nôme z^^  et  on  la  rendra  rationnelle  par  le  procédé  in- 
diqué dans  le  numéro  précédent.  Si,  par  exemple,  on  a 

p  =  -»  on  posera  ^  =  z^,  ce  qui  revient  à  faire  d'abord 

L'intégrabilité  de  la  différentielle  proposée  est  donc  assu- 
rée quand est  un  nombre  entier,  quelles  que  soient 

d'ailleurs  les  deux  quantités  m  et  n. 

20.  On  peut  arriver  à  un  autre  cas  d'intégrabilité  en 
mettant  la  différentielle  donnée  sous  la  forme 

En  effet,  si  l'on  applique  la  condition  qui  vient  d'être 
trouvée  en  général,  on  trouve  qu'on  pourra  l'intégrer  si 

est  un  nombre  entier,  ou  si h  v  est  en- 

—  n  n  '^ 

tier;  condition  qui  pourra  quelquefois  être  remplie  quand 

la  première  ne  le  sera  pas. 

21.  On  peut  appliquer  l'intégration  par  parties  à  la 
même  différentielle  x'"{a4- ix")''rfj:,  en  considérant 
x"~*  (a  -+-  bx^ydx  comme  une  différentielle  exacte,  dont 
l'intégrale  est 

On  obtiendra  ainsi 

=:: ^^ i I  x~-"(a  -h  ba^)P^^dx. 

nbip-ht)  nb{p-^i)J  ^    ^        ^ 
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Mais 

x^-'*{a  -f-  bx^)P-*-^=  aj7"-"(a  +  ^x*)P-h  bjc^{a  ■+-  bx^)P; 
donc,  en  substituant,  on  aura 


f 


(/n— «H-i)tf  /•        ,       ,     V    ,        'w — n-h 


Si  Ton  réduit  le  dernier  terme  de  cette  équation  avec  l'ex- 
pression semblable  qui  se  trouve  dans  le  premier  membre, 
on  obtiendra  la  formule 


i/ 


.      .    .         jif^'^*(a-^bj*)P'*-* 
x'^{a  -f-  baf^fdx  = 


IV  b {m -h  ftp -h  i) 

On  est  ainsi  ramené  à  intégrer  une  différentielle  du  même 
genre  que  la  première,  et  qui  n'en  diffère  qu'en  ce  que  l'ex- 
posant m  est  changé  en  m  —  n. 

i^  Supposons  que  m  soit  positif  et  plus  grand  que  n.  En 
traitant  cette  nouvelle  différentielle  de  la  même  manière 
que  la  précédente,  on  diminuera  encore  de  n  l'exposant 
de  X  et,  en  continuant  ainsi,  on  sera  ramené,  après  un  nom- 
bre Al  d'intégrations,  à  la  différentielle  af^^^^a  -i-bx^ydx^ 
et  l'on  effectuerait  immédiatement  l'intégration  si  l'on  avait 

,  *       m-f- 1        , 

m  —  Ân:^  n  —  i ,     ou     r=  a-  -4- 1 . 

n 

Ce  procédé  conduira  donc  à  l'intégrale  cherchée  toutes  les 
fois  que  m-h  i  sera  divisible  par  n.  C'est  le  premier  cas 
d'intégrabilité  que  nous  avions  reconnu. 

a®  Si  m  était  négatif,  la  formule  (i)  ramènerait  la  dif- 
férentielle proposée  à  une  autre  moins  simple,  puisque  Tex- 
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posant  du  facteur  monôme  y  aurait  une  valeur  numérique- 
ment plus  grande.  Ditais  si  l'on  tire  de  cette  même  équation 
la  valeur  de  la  seconde  intégrale  en  fonction  de  la  première, 
on  aura  une  formule  qui,  dans  le  cas  de  l'exposant  négatif, 
ramènera  l'intégration  proposée  à  une  plus  simple.  Si  en 
même  temps  on  change  m  —  n  en  —  771,  on  aura  la  formule 
suivante  : 

^    ^        ^  (m-i)a 

Au  moyen  de  cette  formule  on  abaissera  l'exposant  —  m, 
puisqu'on  le  ramène  à  —  m  -+-  ti,  et  que  n  peut  toujours 
être  supposé  positif.  En  continuant  ainsi,  on  arrivera  à 
l'exposant  — m  H-  An  •,  et  Ton  pourra  intégrer  si  l'on  a 

,    _  — m-f-i  , 

—  m  -\~  kn  =  n  —  i,     ou =1  —  Ay 

n 

Cette  condition  ramène  encore  au  premier  cas  d'intégra- 
bilité. 

Lorsque  la  différentielle  ne  rentre  pas  dans  ce  cas,  les 
formules  (i)  et  (a)  ramènent  toujours  l'exposant  m  à  une 
valeur  positive  plus  petite  que  /z. 

Les  formules  (i)  et  (2)  ne  peuvent  être  employées,  la 
première  lorsque  l'on  am4^n/?-|-i  =  o,  la  seconde  lors- 
que m  =  I,  parce  qu'alors  l'intégrale  cherchée  disparait,  et 
l'équation  qui  subsiste  ne  peut  plus,  par  conséquent,  en 
donner  la  valeur.  Mais,  dans  chacun  de  ces  cas,  l'une  des 
conditions  d'intégrabilité  est  satisfaite,  et  la  di£férentielle 
devient  rationnelle  par  la  substitution  que  nous  avons  faite 
en  premier  lieu. 

22.  La  n^anière  dont  nous  avons  fait  usage  de  l'intégra- 
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tîon  par  parties  avait  pour  objet  de  réduire  l'exposant  de  x 
en  dehors  de  la  parenthèse,  mais  on  pourrait  la  diriger  de 
manière  à  réduire  Texposant  du  binôme  («H-  5x"). 

En  effet,  si  l'on  considère  jc* rfx  comme  différentielle, 
on  trouvera 


I  a^[a-+-  bafydx  = ^^ i- 

J  /n  -h  I 

"^  ^p^  J 


Dans  cette  dernière  intégrale  on  peut  abaisser  l'exposant 
m-i-n  sans  changer  l'exposant  p  —  i,  par  le  procédé 
employé  dans  le  n**  24 ,  et  Ion  obtiendra  ainsi 


(    I  x'ia  'hbx»)Pd.Tz= 


j:*^»(«  -f-  bjff)P 


anp 


m-^  np 


- —    /x"(a-+.  èjr»)^-»^/^. 


Cette  formule  deviendrait  illusoire  dans  le  cas  déjà  exa- 
miné, où  l'on  aurait 

w  -4-  «/?  -f- 1  =  o. 
En  appliquant  le  même  calcul  à  la  différentielle 

ou  abaissera  d'autant  d'unités  que  l'on  voudra  l'exposant 
de  (a  +  bx^)^  dans  le  cas  où  p  sera  positif,  et  l'on  parvien- 
dra à  un  exposant  compria  entre  o  et  i .  Celui  du  facteur  x* 
est  resté  le  même  ;  mais  on  pourra  le  réduire  ensuite  comme 
on  l'a  indiqué  précédemment  :  et  si  la  différentielle  ne  de- 
vient pas  intégrable,  elle  sera  du  moins  simplifiée  le  plus 
possible. 

Si/7  est  négatif,  on  tirera  de  l'équation  (3)  la  valeur  de 
la  dernière  intégrale,  qui  se  trouvera  ramené^  à  une  plus 


DES    LIMITES    DE    SOMMES.  29 

simple.  Changeant  p  en  —  p,  pour  expliciter  son  signe, 
puis  mettant  p  au  lieu  de  /;  -h  i ,  on  obtient 

1    I  a«(tf -h  ^x- )-/'£&=: 5—- f 

f       —  i f- ; ^    /  4:"(a  -4-  i>je»)-/»-^'d:r. 

l  an(p—i)  J 

Cette  formule  ne  deviendra  illusoire  que  dans  le  cas  où 
p  =  i.  Mais  alors  la  différentielle  proposée  est  rationnelle 
à  moins  que  m  ne  soit  fractionnaire  *,  et,  dans  ce  cas,  on 
emploierait  une  transformation  déjà  indiquée. 

Au  moyen  de  la  formule  (4))  l'exposant  négatif  — p 
peut  être  successivement  augmenté  d'autant  d'unités  que 
l'on  voudra,  et  sera  ramené  à  être  compris  entre  o  et  -h  i  • 
On  pourra  ensuite  réduire  l'exposant  de  af^  sans  changer 
celui  qui  affectera  le  binôme  (a  -|-  Jx"). 

23.  Prenons    d'abord    pour    exemple    la   différentielle 

f  dans  laquelle  m  désigne  un  nombre  entier  positif. 

yi  —  X* 

Elle  est  toujours  intégrable;  car  on  a 

I 
a 

Donc  si  n'est  pas  entier, hp  le  sera.  Si  on 

loi  applique  la  formule  (i),  ou  si  on  l'intègre  directement 
par  parties,  on  trouvera 

V^l  —  x»  ^  "*      J   \/i  — x» 

L'exposant  m  étant  ainsi  abaissé  de  deux  unités,  on 

arrivera,  en  continuant  d'appliquer  le  même  procédé,  à 

„         ,       ,  .         /*    xdx         C     ^f^ 

lune  des  deux  expressions  i  *    I  y  suivant 

J  ^i  — «'   J  yï^-x* 
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que  m  sera  impair  ou  pair  ^  la  première  a  pour  intégrale 

—  ^i  —  x',  et  la  seconde  arc  sino:. 

On  parvient  ainsi  à  la  formule  suivante,  dans  le  cas  de 
m  impair, 


^    (m  — i)(fii-3)...a 
(m — a)(»n  —  4)'-   * 


-2)Cm-4) 
a 


On  trouverait,  dans  le  cas  de  m  pair, 

SJ\  —  X^  ^  V.  /»— 2  (m  — 2)(/?2--  4)...2j 

f/w  —  i)(/w — 3). ..3.1         .  - 

-^ —. -^, ~f\  — arcsmx-hC. 

m[m  —  2)(/n  —  4)"-^ 

Si  Ton  supposait  l'exposant  négatif  et  représenté  par  —  m, 
la  formule  de  réduction  serait  la  suivante  : 


/x-"^dx    _        ^.-«+1  y/i  —  or»        W2  —  2    Ç  x-*^»^.r 
^i  —  X»  ~  iw  —  I  m—\J    sjx  —  x^ 

Le  seul  cas  où  elle  ne  puisse  être  appliquée  est  celui  où 

dx 

m.  ==  i  ^  il  s'agit  alors  d'intégrer  — .  On  pourra  em- 

ployer  pour  cela  la  transformation  relative  aux  radicaux  du 
second  degré,  et  poser 

VI  — ^=  i  -f.  xz\ 
d'où 

—  X  =  2a  -+-  «a%     —  ^JT  =r  2//s  -h  %xzdz  -h  z'A:, 
dx  dx  zdz  dx  dz 


i  z 


Donc 

J  j?v^i  — or»  \      «      y 
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On  serait  arrive  plus  simplement  au  même  résultat  en  po- 
sant X  =  -i  ce  qui  aurait  donné  ?  que  nous  avons 

*  V'z'  —  i 

intégré  précédemment. 

lie  —  s'intégrera  de  même  en  posant 

X  Y  4?'  —  I 

X  =  -•  Elle  devient 

z 

—  dz 


La  dîfférentieUe      ^"^       " — 


donc 


z» 


ou     £?arcoosz; 


/: 


dx  I 

=  arc  cos  — h  C. 


X  ^x^ —  I  ^ 

On  traitera  de  la  même  manière  la  différentielle       

X  ^a'-f-  X 
et  Ion  trouvera 


dx 


/: 


dx                    \      a  -f-i/x^H-  a} 
r  •=■ 1 hC; 


on  y  ramènera  la  suivante  —  ^zt:  a'dz  a:*  en  multipliant  et 
divisant  par  le  radical;  on  trouvera  ainsi 


*  X  ' 


1 

dx  y/tf»—  X*      j— — --           ,  a -f- i/a»— or» 
=V** — ^  —  ^I 


+  c. 


af^dor 


24.  Considérons  encore  la  différentielle  binôme 

^ax — x^ 

qui  se  rencontre  dans  Iç  calcul  des  oscillations  du  pendule. 
On  a  identiquement 

A^^Iè==    /  y  ~â/  a    Ç  x^^dx 

J^ax-^œ^      J  )lax  —  x^  ^  J  ^ax  —  x' ' 
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mais,  en  intégrant  par  parties,  on  trouve 


' —  =  —  «*-•  slax  —  a? -f-(m  —  i )  /  x^^^dxsjax  — 

%Jn.x  —  31*  t/ 


^ax  —  a^ 

J  Jax  —  X* 


-_-  _  ^«-1  y( 


ax  —  X 


substituant  dans  la  première  équation  et  réduisant,  il  vient 

/.T^djr       af^-'^^ax  —  a:'        (2m  —  l)a    C  a?*~»//r 
^ax  —  x^  ^  ^^        J  sjax—x^ 

L'exposant  m  étant  abaissé  d'une  unité,  si  Ton  applique  le 
même  procédé  à  la  nouvelle  différentielle  et  aux  suivantes, 

/dx 
•  On  obtiendra  cette  der- 
^ax —  xi^ 

nière  en  observant  que 

—  dx 
d.T.  dx  a 


^ax  —  x* 

donc 


^'i-ic.-')  /-(^î 


J  V^«' 


dx                          a  —  IX       ^ 
=  arc  cos h  C. 


^ax  —  x' 


Si  m  était  négatif,  la  formule  ci-dessus,  résolue  par  rapport 
à  l'intégrale  qui  est  dans  le  second  membre,  servirait  de 
même  à  l'abaissement  de  l'exposant  jusqu'à  zéro. 
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CHAPITRE  Y. 

INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  EXPONENTIELLES, 
LOGARITHMIQUES  ET  GRCULAIRES. 


25.  Si  l'on  sait  intégrer  la  dilTérentielIe  F(x)dx^  on 
saura  aussi  intégrer  les  suivantes,  par  une  simple  substi- 
tution : 

ml? 

V(e')e*dx^     F(1j:)-^5     T(sïnx)cosxdx, 

dx 

<îx 
F(c0Sâ:)sinjr^^,     F(arf!Mnj')--— y 

yi  •—  X* 

dx  djr 

F(arccosx~=:=;r=j=»     F(arctanga:) • 

y  I  —  J-»  I  -f-  a:» 

On  voit  de  même  que,  si  F  désigne  une  fonction  algébrique, 
on  rendra  algébriques  les  différentielles 

F(e*)i/ir,     F($ina;,  cosx)</ar, 
F(sinx,  sin2.r, ..    ,  cosj:,  C0S2â;,.  .  .)d^r, 

en  posant  respectivement 

^  ziz  z,     sinx  r=  z,     ou     COSX  nz  3. 

26.  Soit  maintenant  la  différentielle  Pz^dx^  dans  la- 
quelle z  désigue  une  fonction  transcendante. 

Si  Ton  pose 

Jp^  =  Q,     jQ;^rf.:  =  R.     y*Rgrfx  =  S,... 

et  que  l'on  puisse   obtenir   les  fonctions  désignées  par 
Q,    R,    S)...,   riutégration   par  parties   fera   connaître 

Cale.  in/.  /).  -  II.  3 
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fVz'^dx,  Eu  effet,  ou  aura 
et  ainsi  de  suite  ^  donc 


/ 


Pa"£/x  =  Q3"—  «Rz" -•-}-« (/i  —  i)Sz"~»  — . .  .. 


27.  Si  l*on  suppose  P  r=  i  et  que  Ton  fasse  successive- 
ment z  =  1  x,  z  =:  arc  sinx,  on  trouvera 

L        ±«(«-l)...2.l  J 


r      r 

1  (arcsinar)"£irr=:  1 


arcsiD:r        (arcsinj:)*  . .,        .      ^        ^ 

^      L  I  (arc  sm  j:)"  -»-  C. 

n(n  —  0  (tî  —  i)  V  I  —  .^* 


(arcsin.r)* 
Si  Ton  suppose  P  =  o:^""*  et  z  =  1  x,  on  aura 


C. 


Si,  dans  la  première  et  la  dernière  de  ces  trois  formules, 
on  pose  Ix  =  z,  elles  deviennent,  en  remplaçant  m  par  a. 

z'^e'dx  —  e'l  /  ^  +C, 

L     ±/l(/l  —  l).  .  .  .2.1  J 


/î  7Z(/I — l) 

z« 2--»  H 1  s«-  î  _  .  .  . 

«(/l  —  l;.  .  .2.  !  I  ' 
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si,  dans  la  seconde,  on  pose  arc  sino;  =.  z^  d'où 

X  =z  sin«,     dx  z=  coszdz^ 
elle  devient 

/  z''coszdz  =  sinz[z'* —  n{n  —  i)3-'-î-.  . .] 

-f-cosz[/f2"--»-—  «(h—  i){/i  — 2)z"~'-4-...]  ^7C. 

On  peut  d'ailleurs  obtenir  directement  ces  trois  dernières 
formules,  et  en  déduire  réciproquement  les  trois  premières. 

28 .  Les  deux  intégrales  /e"'  cos bxdxelfe'^'smbx dx 
peuvent  se  déterminer  à  la  fois,  au  moyen  de  Tintégration 
par  parties.  En  effet,  on  trouve  immédiatement 

cf^cosbxdx-z: h-  I  e«*smbxdx^ 

ef*sinbxdx=^ I  e"cosbxdx. 

a  aj 

De  ces  deux  équations  on  tire,  pour  ces  intégrales,  les  va- 
leurs suivantes  : 


/ 


«cosftjr —  h^\T\hx 
€f**cosbxdx  = €f"  -r  C, 


à" 


,    ,      ,         asxabx — bcosbx 

ef**  smbxdx=. ; tf"*-f-C. 

a* -H  b* 


29.  On  pourra  encore  déterminer  les  intégrales 
I  x^e^'cosbxdx^       j  x^e^'sinbxdx^ 

en  abaissant  succe^ivement  Texposant  de  .r  ^  mais  le  calcul 
sera  simplifié  au  moyen  de  la  formule  ci-dessus,  qui  donne 
la  valeur  de  /z'*e"*dz^  dans  laquelle  on  remplacera  a  par 

rt  -ï-  J  yj —  I .  Elle  devient  alors,  en  substituant  x  kz^ 

^*  <  cos  b-r:  -i-  v/— isin  b.r) 


[  a  +  iV-i  («  +  *V/^)"J 


-1-  b  \J—t 

3. 


36  LIVRE    III. 

Si  l'on  égale  les  parties  réelles  des  deux  membres,  ainsi 
que  les  parties  imaginaires,  on  aura  les  valeurs  des  deux  in- 
tégrales cherchées. 

30.    G>nsidéroiis  maintenant  les  différentielles  de  la 
forme 

sin"x  cos^'xdx. 

Si  Ton  pose  sino:  ==  z,  d'où  cosxdx  =^  dz^  on  obtient 

n  —  t 


a"(i  —  «')  *    dz. 

Elle  rentre  ainsi  dans  les  différentielles  binômes,  et  sera 

intégrable  lorsque  — '■ —  sera  entier,  c'est-à-dire  lorsque 

m  sera  un  nombre  entier  impair,  ou  lorsque  n  sera  un 
nombre  entier  impair,  ou  lorsque  m  -\-  n  sera  un  nombre 
entier  pair.  On  aurait  pu  poser  cosx  ■:^  z,  et  la  dîflcren- 
tielle  serait  devenue 


m  -  î 


d'où  l'on  aurait  tiré  les  mêmes  conséquences. 

31.  Au  lieu  d'employer  ces  transformations,  on  peut 
traiter  directement  la  différentielle  proposée,  au  moyen  de 

l'intégration  par  parties.  On  trouvera  ainsi 

« 

,  V     r  .  ,         sin^+'xcos'-'jT       n  —  '/*•_._.  ,     , 

fil     I  sin'"xcos"J?aj?  = ; f  sm*'*"'cos""^-cr£tr. 

^  '  J  m  -^-i  m-\-  t  J 

Or 

I  sin*"*''xcos*"*'ar€ia?3i:  I  (sin"*xcos*~*«){i  —  cos'oîjijte 

=  I  sin*arcos"~'xd!r —  I  siu*xcos*xdlr; 
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substituant  et  réduisant,  il  vient 


(2) 


/.  .              ,         sm'^-'-'jrcos'-'j:       n  —  i    T  .  ,    , 

sinTxcos'*x  dx  = 1-  f  sin^xcos'-'ora^. 
m-h  n              m-^-n  J 

Donc,  si  n  est  positif,  cette  formule  l'abaisse  de  deux  unités,  * 
sans  changer  m  ;  excepté  toutefois  le  cas  où  m  -;-  n  =  o,  que 
nous  examinerons  plus  tard. 

En  supposant  que  ce  cas  ne  se  présente  pas  jusqu'à  la  fin 
du  calcul,  et  en  continuant  de  diminuer  l'exposant  de  cosx* 
on  le  ramènera  à  o,  ou  i  s'il  est  entier. 

32.  En  dirigeant  autrement  l'intégration  par  parties,  on 
abaissera  successivement  l'exposant  de  sin x.  En  effet,  on  a 

/n»     /*•  -     •        cos""^'jrsin'"--'j?       m  —  i    /*  .       ,  _..,     , 

(3)  I  sin*'xcos"xite= ! /  sm"*~'j:cos"-**'a-rfj: 

^  '  J  /i-h  I  n-hi  J 

or 

I  sin"-" jr  cos"-*"' jré£a:  =  I  (sin*"-**  cos".tr)(i  —  sin*jr)rfr 

=  i  sin"*'"'jr  cos'aréfa: —  1  sin*aîCOS".riir. 

Substituant  dans  la  précédente  et  réduisant,  il  vient 

,,.    r  '  •  sin"-*a:cos"-^'x      '»— ï    r  •  »  ,        .    j   ' 

(4)  (  swrxcos'xtlxz= ! I  sin'""*arcos''a:ax. 

'  J  /w-f-i  m-^nj 

Si  donc  on  accepte  encore  le  cas  de  /7iH-7i  =  o,  on  abais- 
sera l'exposant  de  sinx  d'un  nombre  pair  quelconque,  et, 
s'il  est  entier,  on  parviendra  à  le  réduire  à  zéro  ou  à  l'unité, 
sans  que  l'exposant  de  cosx  ait  changé.  S'ils  sont  tous  deux 
entiers  et  positifs,  on  les  réduira  successivement  l'un  et 
l'autre,  autant  que  possible,  sans  les  rendre  négatifs,  et  il 
restera  à  intégrer  une  des  expressions  suivantes  : 

%         j  dx^      j  cosxdXf      I  sin:rdlr,      I  sinxcosxdlr, 
que  nous  considérerons  tout  à  l'heure. 
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33.  Supposons  maintenant  que,  m  étant  positif,  n  soit 
négatif  et  remplacé  par  —  n  ;  la  formule  (a)  donnera 

/sin^ar       sin""*"'  x  n  -h  i    T  sin"a? 

cos'*  Jc  (m — /i)coî>"^*a;       m  —  «jcos""**-x 

L'exposant  de  cosx  se  trouvant  élevé  de  deu:E  unités,  on 
tirera  la  valeur  de  l'intégrale  qui  est  dans  le  second  mem- 
bre, et  Ton  trouvera,  en  changeant  ti  -H  a  en  n, 

(5)  /  da:  = 1 I  r-^« 

^    ^J  cos"a:  (n  —  i)cos"~*a:  n — i       J  cos^-'x 

s, 

Cette  formule  ne  peut  être  appliquée  dans  le  cas  de  n  :r=.  i . 
Si  en  même  temps  m  est  entier,  on  l'abaissera  au  moyen  de 
la  formule  (4)9  et  l'on  parviendra  à 


dx^    ou      i  • 

Cosjc  J  < 


dx 


cos:r 

expressions  que  nous  intégrerons  tout  à  l'heure. 

34.  Si,  au  contraire,  n  est  positif  et  m  négatif,  rempla- 
çons-le par  —  m  dans  la  formule  (4),  elle  devient 

/COS^a:                        ces"*"'*                 m -4-1     /*  COS"jr 
.    ,,     aX  z= ;     .    „  .  . ! I  -: — - —  dx. 
sm'"JF            (m  —  /i)  sm'""'''^       m  —  n  J  hin'"^*x 

L'exposant  de  sin:i:  étant  augmenté  de  deux  unités,  on 
tirera  la  valeur  de  l'intégrale  du  second  membre,  et  Ton 
aura,  en  remplaçant  m  +  2  par  m, 

/  n  K        rC<^S"  X    ,  €05"+'  X  m  —  «  ~  2    /*  C0S"X 

(6)  l^^;;^dx=- ,      .  .         H /-: —dlr. 

Cette  formule  ne  peut  être  appliquée  si  m  =  i  ;  mais  alors, 
en  abaissant  l'exposant  de  cosx,  on  arrivera,  s'il  est  entier, 


dx  ^ 


,  ,,  ,  .         rcosx  J  r  dx 

a  i  une  des  expressions  I  —. —  dx  ou  f  -: — 

^  J   sm-c  J   smx 

35.  Supposons  enfin  que  m  et  n  soient  négatifs  tous  les 
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deux,  et  remplaçons-les  par  —  m  et  —  /i.  La  formule  (2) 
deviendra 


^i~' 


/da:  —  1  n  ^i     r  dx 

sui'^jccoi>'*x       (/w  4-«)sin"'-»xcos'*'^'x       m-\-nj  sin^-rcos'* 

on,  en  tirant  la  valeur  de  la  seconde  intégrale,  et  chan- 
geant /i  4-  a  en  w, 

{,)  r.  ^   = î +  ^-'  r ±— 

^"  J  sm'^xcos'*jB       (Ti  — i)sin"*-'xcos"-'x       m  4-/1  —  2  J  sin*"xcos"- 
On  tirera  semblablement  de  la  formule  (4) 

/dx       I  m-\-  i    r         dx 

sin^'urcoà"^;       [m-^-  /ijsin'"''"'j:cos''~'x       m  -h  /*  J  sin'"'"*xcos"ar 

Tirant  de  là  la  valeur  de  la  dernière  intégrale,  et  rem- 
plaçant 771  +  2  par  771,  il  vient 

dx 


^     J  sin^-ccos^j:      (m  —  i)sin"'~'xcos"~'j?  m  —  i     J  sin"'"', 


j:cos"x 


Au  moyen  des  formules  (7)  et  (8)  on  diminuera  du  plus 
grand  nombre  pair  possible  les  exposants  de  sinx  et  cosj?; 
il  n'y  aura  d'exception  que  pour  le  cas  de  771  =  i  ou  tz  =  i , 
et  alors  on  parvient,  en  supposant  tti  et  ti  entiers,  à  Tune 
des  expressions  suivantes  : 

/dx  r  dx  r        dx 

siu^        J  cosu:        J  hiiixc< 


cos^i; 


36.  En  réunissant  les  cas  particuliers  auxquels  on  est 
conduit  par  Tapplication  de  ces  procédés,  on  voit  que  Ton 
est  toujours  ramené,  quand  les  exposants  sont  entiers,  à 
effectuer  l'une  des  intégrations  suivantes  : 

\  </x,     f  cosor.      I  svoLxdxy     I  smj;cos^ajr,     I  ox,      I  --. —  or, 

J  J  J  J  J  cosx  J   sm.r 

/dx               r  dx           r  dx            rsin"x  ,  rcos'^x  , 

i: ^  I    -: î  I   »  I    flX,         f       .    ^      dx, 

sinxcosx-        J   siux        J  cos.r        J  cos"'x  J    siiTx 

Les  six  premières  s'obtiennent  immédiatement,  et  ont  pour 
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valeurs  respectives 

j  dj:  =  X  -h  Cj      j  cosdjr  =:r  sinx  H-  C. 
I  smxdx  =  —  cosx  H-  C,      1  sin  j:  cosx//j:  = 1  -4-  C. 

Dans  les  deux  suivantes  le  numérateur  est  la  difTérenticlle 
du  dénominateur,  abstraction  faite  du  signe.  Donc 

/sinxdx            .               ^        f*cosxeix       ,   .  ^ 
=  —  1  cosx  -h  C,      I  — : =  1  sinar  4-  C. 
tosx                                      J      siax 

dx 

On  intégrera  la  suivante  -: '■ en  divisant  ses  deux 

smx  ces  x 

termes  par  cos' x  ;  elle  devient  alors 

dx 

os'or         rd  tATiex       ,  ^ 

_ —  f   2^  ~  1  tang*  +  C. 

an**      J    tangx  ^ 


dx      „ 
La  suivante  -: —  s'intégrera  en  divisant  ses  deux  termes 

par  cos*  -  x^  après  avoir  remplacé  sinx  par  asin  -  cos  -; 
elle  devient  alors 


d  tang  - 

nr  1  tang  -  -4-  C 

tangf 


— '-  à  cette  dernière,  en  ob- 
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servant  que 

J  sin  (^  -  x)      J    sin  (=  -  x) 
r^-ltang  (|-f)  +C  =  ltang  (|  +  f)  +C 

37.  n  ne  reste  plus  à  intégrer  que  les  deux  expressions 
dx  et  — ^  rfx,  qui  rentrent  Tune  dans  l'autre  par  le 


sin"jr              CCS"  a: 
changement  de  a:  en x. 


Or  la  formule  (i)  devient,  en  supposant  n  négatif  et 
égal  à  —  m, 

et  l'on  en  tirera,  en  remplaçant  m -h  2  par  m, 

1   taiig*xrfx  r=  — ^- I  tsing^-'^xdx. 

En  continuant  à  abaisser  l'exposant  de  deux  unités,  on 
parviendra  à  Jdx^  ou  y  tangxrfx,  qui  a  été  déterminée  pré- 
cédemment, puisqu'elle  n'est  autre  chose  que  1  dx. 

On  aurait  trouvé  de  même 

coV^xdxz= 1  cot^-'xi/j?, 

/«  —  I     J 

Cette  formule  ramènera,  soit  à  fdx^  soit  à  f  cotxdx^  qui 
a  été  déjà  déterminée,  quand  on  a  cherché  1  -; —  dx. 

38.  En  appliquant  les  principes  précédents  à  la  déter- 
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mination  des  intégrales 


i  sin'*xdx,       I  cos"x<£r,       f  tangjrdir, 

/r   dx  C   dx    * 

COt^xdXm  I    -: 9  f    « 

j  sm"a?  j  cos"x 


on  trouve  :  i  ^  en  supposant  n  pair, 


/'.         •  cosjf  r  ,       ,         n— I    .  ^  ,  3.5..  .(it  — 3)(ii — i)    .     1 

/*     L  '«  — î»  2.4...(«  — 4)(n  — a)  J 


k3...(ii  — :4)(«-~i) 
...(«  — a)/i 


/»  ,        Blnxf         ,         n  — 1       ...         .   3.5.,.(ii  — 3)(ii— i)  1 

n     L  «— î»  3.4...(/i  — 4)(ii-2)  J 


i.3...(/i  — 3)(/?— 0 

tang*x<£r=  — 2 -i-- h. .  .±tangxqr«-hC; 

coi''xdx  = 1 5 . .  drcotxq:  X  +  C, 

J  n  —  I  L  «—3  1.3. ..(«  — j)  (/i—J)         J 

co8éc*x</x  = |co8éc»-"xH TCO«éc»-*x-t-...H ? — i (coaecxl  h-C; 

«— iL  «  —  3  i.3...(/<— a)  J 

2°  en  supposant  72  impair, 

/tanB"-'x        UnB"-'x  _,_*«»B'*j.i  .  « 

"  H  —  i  ti  —  ô  2 


cot"x</x=: 1 =—  -h...dr ±lsinxH-C. 

«  —  I  n  —  3  i 


/■ 

/'  ,        8inx  r  .      .         «  —  a    ,      ,  3.5. ..(/i— a)    .  ,   1       • 

«—I  L  //  — 3  a. 4. ..(//  — 3)  J 

1.3. ..(n  — a)  -  /x       ir\ 

a.4...(ii  — 1)  ''Va       4/ 

/*  .  cosx  r  .  n  — a        -      ,  3.5.  ..(n— a)        .  ,  1 

^.■3..   („-,K  X 

a.4«--C»  — l)  3 
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39.  Observons  qu'il  est  quelquefois  plus  simple  de  ré- 

duire  les  différentielles  de  la  forme  -: 1  en  les  multi- 

sm"'a?  cos"« 

pliant  une  ou  plusieurs  fois  de  suite  par  sin*x  -f-  cos*a:,  ce 

dx 
qui  n'en  change  pas  la  valeur.  Par  exemple,  -r-; r-  se 

changera  en  -: 1 »  dont  Tintégrale  est 

tangx  —  cotx  +  G« 

Remarquons  encore  que  l'on  pourra  quelquefois,  avec 
avantage,  remplacer  les  puissances  du  sinus  et  du  cosinus 
de  X  par  leurs  développements  en  fonctions  linéaires  des 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  x. 

Nous  terminerons  par  l'intégration  de  deux  expressions 

qui  se  rencontrent  souvent. 

dx 
La  première  est ; :; : •  On  l'intègre  en 

*■  a -h  ^cos-j: -f- csm'a?  ° 

posant  tangj:  =  z,  et  Ton  obtient 


la  -\-  c 
arctangzi/ --j-  C. 


Si  a-\-c  et  J  -f-  a  ne  sont  pas  de  même  signe,  cette  ex- 
pression se  change  en  logarithmes. 

dx 
La  seconde  est r-^ :  elle  se  ramène  à  la  première 


a-\-  b  cosx 

•77  •      A  m7 


en  remplaçant  cosx  par  cos'  -  —  sin*  -3  et  Ton  posera 
alors  tang  -•=.  z. 


»»M^ 
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CHAPITRE  VI. 

INTÉGRATION  PAR  SÉRIES. 


40.  Lorsqu'on  ne  peut  intégrer  exactement  une  diffé- 
rentielle F(x)  rfx,  on  peut  se  proposer  de  développer  son 
intégrale  en  séries  5  et  pour  cela  on  développera  d'abord  la 
fonction  F  (x).  Soit  donc 

et  admettons  que  cette  série  soit  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  que  l'on  considérera^  sans  quoi  elle  ne 
pourrait  remplacer  aucune  fonction. 

Soit  Sn  la  somme  des  termes  jusqu'à  u„  inclusivement, 
et  r„  le  reste  de  la  série,  qui  tend  vers  zéro  à  mesure  que  n 
augmente.  On  aura 

Intégrons  les  deux  membres  de  cette  équation  entre  deux 
valeurs  quelconques  x^  et  X,  nous  aurons 

i       F{a:)dx=  I       Sndx^  j       r„dti 

et  puisque  r.  tend  vers  zéro,    I      r^^dx  tend  aussi  vers 

J  x^ 

zéro  \  donc 

J/"»X  /»X  /»X  /»X 

'       F(j:)<ir=rlim  I      s^dx  z=  j       u^dx  A-  f      if,<7.r-4-..., 
X,  «/x,  «/x,  •/x, 

OU,  en  remplaçant  X  par  x. 


J/»X  /»X 

'       Y[x)dx=  j       tt.rfr-l-.. 
X,  «/x. 
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L'équation  subsistera  évidemment  en  prenant  les  intégrales 
indéfinies 


l'F(x)dxz=:  j   u^dx -{-,.. 


4i.  Si  la  série  (i)  n'était  pas  convergente,  pour  la 
limite  X,  on  pourrait  craindre  que  la  formule  (2)  ne  fut 
inexacte^  mais  nous  allons  voir  qu'elle  subsiste  encore, 
pourvu  qu'elle  soit  convergente,  et  continue  dans  le  voisi- 
nage de  cette  valeur.  En  effet,  elle  est  démontrée  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  Xo  et  X  ;  c'est-à-dire  que  l'on  a 
pour  ces  valeurs 

Jr*x  .  /•*  /•  •* 

'       l^[x)dx=i  I      u,dx-\'..  .-f-  I       w„<ir  H-.... 

Or  la  limite  de  la  somme  des  termes  du  second  membre 
est  une  fonction  déterminée  de  x,  puisque  la  série  des  in  - 
tégrales  est  supposée  convergente,  même  pour  la  valeur  X. 
Si  donc  on  fait  tendre  x  vers  X,  les  deux  membres  de  l'é- 
quation tendront  chacun  vers  une  limite,  et  ces  limites  ne 
peuvent  être  inégales.  Donc 

J/»  X  '•X  /»  X 

I       ¥(x)dxz=   j       u^dx   H   I       ii,£ir-f-.... 

La  même  démonstration  se  ferait  pour  la  limite  x^^^  et 
même  pour  toute  valeur  intermédiaire,  pour  laquelle  la 
série  (i)  cesserait  d'être  convergente,  sans  que  la  série  des 
intégrales  cessât  de  l'être. 

42.  La  fonction  F(j:)  peut  quelquefois  être  développée 
de  bien  des  manières  différentes  en  séries  convergentes  :  on 
choisira  celle  qui  conviendra  le  mieux  à  la  question.  Si  on 
la  développe  suivant  la  formule  de  Maclaurin,  on  aura 

F(x)  =:  F(o) -i.F(o)x -+-F»  — 4-... -h  F-lo)— :^^ -f...., 

\m1  I.2t../71 
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et,  par  suite. 


ÇY{x)dx=z  C  H-  F{o)*  4-  F'(o)  —  4-  F'\o) 


,«» 


I .2.3 

F-(o) 


1  .2.  .  .(//H-  ï) 


-j~  •  .  •  • 


Il  est  facile  de  reconnaître  que  ce  second  membre  n'est 
autre  chose  que  le  développement  de  JT?[x)dx^  d'après  la 
formule  de  Maclaurin  :  C  représente  la  valeur  arbitraire  de 
cette  fonction  pour  x  =  o. 

Si  l'on  veut  connaître  l'erreur  commise  en  s'arrètant 

à  un  terme  quelconque  F"""*  (o)  — ^- »  dans  la  série  (3), 

il  suiBra  de   multiplier  '— par  la  dérivée  de 

Tordre  (zz  4-  i)  de  la  fonction /F  (j:)rfa:,  en  donnant  à  x 
dans  cette  dérivée  une  valeur  6x  intermédiaire  entre  o  et  x. 
C'esfla  règle  connue  dans  le  cas  de  la  formule  de  Maclaurin, 
dont  l'équation  (3)  est  l'application  à  la  fonction  fF{x)  dx. 
Si  donc  on  désigne  par  k  la  plus  grande  valeur  de  F"(x) 
quand  x  passe  de  o  à  o:,  Terreur  commise  en  s'arrètant  au 

terme  qui  renferme  x"  sera  moindre  que • 

^  *         1.2...  («4-1  ) 

43.  On  pourrait  développer  la  fonction  f¥[x)dx  par 
la  formule  de  Bcmoulli,  qui  donne,  pour  une  fonction  quel- 
conque^, 

€ÙC        1,2   lix*         1.2.3  djc^        *  *  *  * 

jo  étant  la  valeur  de  jr  correspondant  à  a:  =  o.  Si  l'on 
suppose 

y=:jF{x)da:     et    7o  =  C* 
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on  aura 

(4)Jf(x)^  =  C  +  xF(*)-^F'{x)  +  ^F"(*)-.... 

On  obtiendrait  cette  mènie  formule  en  intégrant  par  par- 
ties la  difTérenlicUe  F(x)dx.  En  eflet,  on  aura  successive- 
ment : 

I  F(x)d:r  =  xF(x)  —  /  xY'(x)(Lv^ 

Si,  en  continuant  indéfiniment  ces  intégrations,  la  dernière 
intégrale  tend  vers  zéro,  on  aura,  en  faisant  les  substitu- 
tions et  ajoutant  la  constante  arbitraire, 

/ 


F(  x)di  =  C  +  ;rF(x)  - -fL  F' (*)  + -J^  F"(x)  - . . . , 


ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  formule  (4). 

44.  Lorsque  la  fonction  F(x)  est  le  produit  de  plu- 
sieurs facteurs,  on  peut  se  borner  à  développer  l'un  d'eux  en 
série,  pourvu  que  les  autres  facteurs  multipliés  par  les  divers 
termes  de  cette  série  donnent  des  produits  intégrables. 

Soit,  par  exemple,  la  différentielle 

dx 


^ax  —  ar*  ^i  —  bx 

qui  se  rencontre  dans  le  calcul  du  mouvement  du  pen- 

dule.   On  peut  développer  (i  —  bx)  '   si  l'on  suppose 
bx  <[  I  )  abstraction  faite  des  signes,  et  l'on  aura 

^  '  a  :k.4  a«4-6 
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Substituant  ce  développement  dans  la  difFérentielle  propo- 
sée, on  aura  à  intégrer  des  termes  de  la  ibrme 


^ax  —  x' 


expression  que  nous  avons  intégrée  dans  la  tKéorie  des  dif- 
férentielles binômes. 

45.  L'intégration  par  séries  peut  servir  à  faire  connaître 
les  développements  des  fonctions  dont  on  sait  développer 
les  dérivées. 

Ainsi,  par  exemple,  la  dérivée  de  arcsinx  est  — =^ 


VI  — ^ 
dont  le  développement  est 

1  ,      T.?J    ,       1,3.5    ^ 

2  2.4  2.4  b 

donc 

^  I   .r*         I  .  3  .r*         I  .  3 . 5  .r' 

arcsinx  i=C-f-a:-f---:r-H 7  -.  h 7-7. h . . . . 

2  3       2.4  5       2  4-b  7 

Mais  il  faut  remarquer  que,  le  radical  ayant  été  pris  posi- 
tivement, on  suppose  que  l'arc  et  le  sinus  varient  dans  le 
même  sens.  La  formule  ne  s'applique  donc  pas  aux  arcs 

compris  entre  ~  et  r,  mais  elle  convient  aux  arcs  compris 

entre  o  et  -i-  -;  elle  conviendrait  de  même  aux  arcs  entre  o 

2 

et :  elle  doit,  par  conséquent,  être  satisfaite  quand  on 

y  fait  x  =  o,  et,  par  suite,  C  doit  être  nul  \  ou  a  donc 

I    .r»         I  .  3  .r*         I  .  3 . 5  .r' 

arcsmx  =  or  -•-  -  —H 7  —  h 7-— ;-..•. 

2   3       2.4  5       2. 4.6  7 

Le  développement  de n'est  plus  convergent  pour 

■ 

X  =  i\  mais,  comme  la  série  des  intégrales  ne  cesse  pas  de 
l'être,  et  de  plus  est  fonction  continue  de  x,  la  formule 
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précédente  représente  arc  sinx,  même  lorsque  x  =  i.  On 
a,  pour  cette  valeur  particulière, 


ir  II         f  .3    I         I  .3.5   I 


a  2  3       2.4  5       2.4.6  7 

Mais  cette  série  serait  trop  peu  convergente  pour  servir  à 
calculer  tt. 

46.  On  aura  de  même  le  développement  de  arc  tango: 

en  développant —j  qui  en  est  la  dérivée. 

Si  Ton  suppose  x  <^i^  on  ordonnera  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  x^  afin  que  la  série  soit  conver- 
gente,  et  Ton  aura 


1  -Hx» 
donc 

djc  ^  x^        ar*        j:' 

=  C4-a:--  — H--P- 


/ 


• .  • 


iH-x^  357 

L'arc  étant  nul  avec  sa  tangente,  on  aura  C  =  o,  et 

j:'        X*        .r' 

arctangjr  =  «— —h-^t h 

"  357 

Si,  au  contraire,  on  a  x^  i,  on  aura,  en  ordonnant  par 
rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x. 


I        I        I        I 

a:*  -f-  l        or*        Jf*        *•       jr* 

donc 


La  constante  est  -9  puisque  x  infini  rend  le  premier  mem- 

bre  égal  à  -•  Ainsi,  pour  les  valeurs  de  x  numériquement 
plus  grandes  que  Tunité,  on  a 

Calcul  inf.  D.  —  II.     '  4 
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Il  faut  remarquer  que  la  première  formule  donue  les  arcs 

positifs  depuis  zéro  jusqu'à  7  seulement.  Las  econde  ne  con- 
vient qu'aux  arcs  compris  entre  cette  limite  et  -t  qui  est  la 

plus  grande  valeur  du  second  membre. 

Ces  formules  sont  exactes  pour  x  =  i,  parce  qu'elles 
restent  convergentes,  quoique  les  séries  ffoi  expriment  la 
dérivée  ne  le  soient  plus;  elles  donnent  alors 

n ï        I         I      ' 

47.  Cherchons  encore  de  cette  manière  le  développement 

de  l(i4- Jj),  dont  la  dérivée  est •  Si  l'on  suppose 

X  <ii^  on  a 

=  1  —  ar-j-x* —  JT-h..,  : 

donc 


/ 


dx  ^  j^       x^       jà 


I  -4-«  234 


Le  logarithme  de  l'unité  étant  zéro,  il  faut  supposer  C  =  o 
pour  que  la  formule  représente  l(i  +  or),  et  l'on  aura 

^  '  234 

« 

Cette  formule  étant  convergente  pour  a:  =  i,  quoique  la 
série  qui  exprime  la  dérivée  ne  le  soit  plus^  elle  ne  cesse 
pas  d'être  exacte  pour  cette  valeur  particulière. 

Si  l'on  supposait  x^i^  et  qu'on  ordonnât  le  dévelop- 
pement    par  rapport  aux  puissances  décroissantes 

de  x^  afin  qu'il  fiit  convergent,  on  ne  trouverait  plus 
1(H-  x),  mais  seulement  1  (i  4- x)  —  Ix,  ou  1  f  i  -h  -  J . 


DES  LIMITES   DB    801CMES.  5l 


CHAPITRE  YIL 

PASSAGE  DES  INTÉGRALES  INDÉFINIES  AUX 
INTÉGRALES  DÉFINIES. 


48.  Nous  avons  démontré,  dans  le  n^  5,  que,  si  la  déri- 
vée d'une  fonction  quelconque  F{x)  est  continue  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  variable  depuis  Xq  jusqu'à  or,  la  dif- 
férence V{x)  — F(xo)  est  la  limite  de  la  somme  des  valeurs 
que  pt'end  F'{x)dx^  lorsque  Ton  fait  passer  la  variable  de 
Xo  à  a:,  par  degrés  infiniment  petits,  représentés  par  dxj 
d'où  résulte  la  formule 


(1) 


Ainsi,  pour  connaître  l'intégrale  définie  de  F'(x)  dx  entre 
des  limites  données,  lorsque  l'on  connaît  l'intégrale  indé- 
finie, ou  une  fonction  quelconque  F  (x)  ajant  pour  déri- 
vée ¥'{x)^  il  suffit  de  substituer  les  limites  de  l'intégrale 
dans  F(x),  et  de  retrancher  le  résultat  relatif  k  la  plus  pe- 
tite limite  de  celui  qui  se  rapporte  à  la  plus  grande. 
Ehcemples  : 

Jf  I  r* 

/**      dx     _ff        Ç*^     dx       _ir         C"^  dx         _7r 

4- 


52  LIVBE    III. 


TT 


Jo  3.5.7...(2X-+-i)      J^ 

l    Hm-*x^=      ^.4.6... a>^       â=X   ~  ' 


ir 


*  ,        .    .1^.       ,  2.4.6.  ..2^ 


Jcos''x  si] 
0 


o 


l2/-hl)(2/+  3).  ..{2/  -^2  A  -hl) 


,        1.3.5.  ..(2/  —  1)1 .3.5. .  .(2^  —  i)  iT 

XaXz:=: ;— ;; ; : TT > 


2.4.6.  .  .(21  4-  2/)  2 


1 .3.5. .  .(2X- —  i)  TT 

— > 


i     cos''xsm** 

0     ^i  —  X*  "^         2.4.6..,2X-         2 

/*  a:'*^-<r/a?  _        2.4.6...2X 
„  ^^r=rï5^3.5.7...(2x-hi)* 

Ces  dernières  intégrales  rentrent  dans  deux  des  précédentes 

dx 

en  posant  x  =  sinz  ;  d'où    „!       =  dz, 

^  sji  —  x^ 

L*intégrale  indéfinie  de  —^ — —  peut  être  déterminée  en 

X      ~T~  I 


décomposant  en  fractions  simples  l'expression  -^ —  9  dans 

X    ^~  1 

laquelle  on  peut  toujours  supposer  m<C^n.  D'après  cela, 

si  Ton  fait =  a,  on  obtiendra 

2/1  '    ' 

/**    x^dx ir  rsinair  +  sin3âir +  sin5â9r+..«l it 

J_^  ar^'-Hi      lï  L  4-sin(2/i — \)av  J      nsinci 


On  aura  encore»  en  supposant  que  m  et  ;»  soient  des  nombres 
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entiers posîtiis,  tels  que  m^n^ 


X 


I  -h  ^c"  .     mn 

nsm 

n 


Si  maintenant  on  pose  x"  =  ^,  —  =  a,  cette  équation 
devient  /       =  -: »  a  ayant  une  valeur  commen- 

surable  quelconque  comprise  entre  o  et  i ,  et  pouvant  avoir 
aussi,  par  conséquent,  toute  valeur  incommensurable  com- 
prise entre  les  mêmes  limites. 

On  trouvera  encore,  d'après  une  formule  précédemment 
démontrée,  en  supposant  n  ^  i , 


X 


oo 


dx      1.3.5.  ..(2/1 — 3)  îT 


(l  -t-ar^)"        2.4.6.  .  .(2/1  —  2)  2 


II  faut  bien  remarquer  que  la  formule  (i)  ne  subsisterait 
plus  si  la  fonction  F(x)  devenait  infinie  entre  les  limites  de 
l'intégration.  Dans  ce  cas,  la  somme  des  éléments  F'(x)dx 
peut  être  inGnie,  ou  indéterminée.  Il  faudra  donc  toujours 
s'assurer  si  F  (a:)  ne  devient  pas  ihfini  dans  cet  intervalle, 
et  c'est  seulement  lorsque  cette  circonstance  ne  se  présen- 
tera pas  que  l'on  pourra  dire  que  F  (a:)  — F(a7o)  est  la 
limite  de  la  somme  des  éléments  tels  que  F'(a:)  dx.  Dans 
le  cas  contraire,  on  partage  l'intégrale  en  deux  autres  ayant 
pour  limite  commune  la  valeur  particulière  de  a:,  et  Ton 
examine  séparément  chacune  d'elles. 

/-+-^  dx 
—  »  la  formule  (i) 
-a    * 

donnera  —  x^  —  5--?  expression  qui  est  négative,  tandis 

que  tous  les  éléments  sont  positifs.  Mais  ~j  devenant  infini 
pour  X  =  o ,  il  faut  s'assurer  si  l'intégrale  ne  le  devient  pas 
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aussi.  C'est  ce  qui  amye,  en  effet,  et  la  formule  (i)  suppose 
que  cette  circonstance  n'arrive  pas. 

Dans  le  cas  actuel,  les  deux  intégrales  partielles  sont  in- 
finies de  même  signe;  par  conséquent  il  n'y  a  pas  indéter- 
mination, et  l'intégrale  demandée  est  infinie. 

/dx 
—  •  Si  les  deux  limites 

sont  négatires,  on  a  une  somme  d'éléments  négatifs,  qui 
seraient  les  mêmes,  au  signe  près,  que  si  l'on  prenait  ces 
limites  positives.  Ainsi  l'on  aura 


/. 


Il  n'y  aurait  de  même  aucune  difficulté  pour  deux  limites 
positives  \  mais,  si  elles  sont  de  signes  différents,  l'intégrale 
\x  passant  par  l'infini,  la  formule  (i)  n'est  plus  démontrée; 
et  il  y  a  cela  de  remarquable,  que  la  somme  des  éléments 
est  réellement  indéterminée. 

/■^^  dx 
—  ;  partageons-la 
-a     * 

en  deux  autres,  dont  les  limites  soient  — a  —  e/x  pour  la 
première  et  +  ev  +  &  pour  la  seconde;  s  étant  une  quan- 
tité qui  tend  vers  zéro,  etfx,  v  deux  nombres  constants  arbi- 
traires. La  première  intégrale  aura  pour  valeur  1  -^9  et  la 

seconde  1  ^  :  leur  somme  sera  1^  +  1-*  Elle  ne  renfermera 

ly  va 

plus  e,  et,  par  conséquent,  si  l'on  fait  tendre  cette  quan- 
tité vers  zéro,  on  aura  pour  la  somme  des  deux  inté- 
grales, ou  pour  l'intégrale  /     —  9  la  quantité  indéterminée 

1-  4*1  ^f  qui  dépend  du  rapport  ari^itraire  des  intervalles 
infiniment  décroissants  efi,  ev.  Si  on  les  suppose  égaux, 
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1  -  devient  1 1  ou  zéro,  et  il  reste  I  -  •  C'est  ce  crue  M.  Cau- 

chy  appelle  la  valeur  principale  de  Tintëgrale  indétermi- 
née. 

49.  Lorsque  l'on  applique  l'intégration  par  parties  à  la 
transformation  des  intégrales  définies,  et  qu'on  donne  les 
mêmes  limites  aux  intégrales,  il  est  facile  de  voir,  en  géné- 
ral, comment  doit  être  déterminée  la  constante. 

En  effet,  on  a 

Si  l'on  veut  que  les  intégrales  soient  prises  entre  les  mêmes 
limites  To  et  X,  on  commencera  par  les  prendre  &  partir  de 
Xo  ;  mais  alors  il  est  nécessaire  d'ajouter  une  constante  ar- 
bitraire à  Tun  des  membres,  ce  qui  donne 

Pour  que  cette  équation  ait  lieu  en  faisant  07^=  x^,  il  faut 
que  l'on  ait  C  = — ^(-^0)9(^^0))  et,  par  conséquent, 

50.  Si  l'on  renverse  les  limites  d^une  intégrale  définie, 
on  ne  fait  que  changer  son  signe;  car  les  accroissements 
de  X  changent  de  signe,  et  les  valeurs  abs^Jues  des  éléments 
différentiels  ne  changent  pas.  On  a  donc 

/•X  px^ 

j      V{x)dx  =  --  f       F{x)dx, 

Jx.  Jx 

ce  qui  s'accorde  avec  l'expression  de  l'intégrale  définie  au 
moyen  de  la  fonction  f  (r)  dont  la  dérivée  est  F(x).  En 
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effet,  on  a 

I  .  F(x)^  =  <p(X)— f(jr.),       /       =<p(x,)  — (p(X), 
expressions  égales  et  de  signes  contraires. 

51.  On  peut  changer  l'intégrale  1      F(x)dx  dans  1; 
suivante  : 


/•X 

I      F(X-+-^t — x)dx^ 


dont  les  limites  sont  les  mêmes.  En  effet,  les  éléments  qui 
les  composent  Tune  et  Tautre  sont  les  mêmes  en  ordre  in- 
verse. En  partant  de  celte  remarque,  qui  est  quelquefois 
utile,  on  peut,  par  une  suite  d'intégrations  par  parties,  ob- 
tenir très-simplement  la  série  de  Taylor,  comme  on  va  le 
voir. 

52.  Série  de  Taylor,  —  Soit  F  (x)  une  fonction  quel- 
conque qui  reste  continue,  ainsi  que  ses  n  premières  déri- 
vées, entre  les  limites  x  et  x  H-  A,  On  a  évidemment 

F(ar-f-A)  — F(.r)—  r    F'far  +  a)^; 
et,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 

r     T'(x'{-z)dzz=z  f    F'{x-hh—z)dzi 

Jo  t/o 

X  est  constant  dans  cette  intégration,  z  seul  varie. 

Intégrant  par  parties  cette  dernière  expression  et  celles 
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qui  s'en  déduisent,  il  vient 


Sr(a:-hh^  z)dz=zz'F'(x'hh'^z)'h  f zY"  (x  -\- h -^  z)d 


(3 


1.2 


J     1.2         ^ 

z  z* 

I     ^  '      1.2      ^  ' 


^n-l 


-! ; r  F«-'  (a:  -I-  h  —  z) 

1.2... (71  —  i;         ^  ' 

' F''  [x ■+-  A—  z)dz. 

1.2... [71 — l)  ' 

Si  Ton  prend  les  intégrales  entre  les  limites  o  et  A,  il  fau- 
dra faire  successivement  zz=  k^  z  =:  o  dans  les  termes  en 
dehors  du  signe  f^  puis  retrancher  le  dernier  résultat  du 
premier,  ce  qui  donnera 

f    T(x-^h^z)dz  =  hr{x)-^—r'{x)-{-.., 

1.2.  ..(71  —  l)  ^'       Jq        I.2...(71— I)        ^  ^ 

Mais 

F{x'i'h)  —  F{x)=z  f    r{x-^h^z)dz', 

Jo 

donc 

F(;r+A)==F(«)4-AF(*)+-^F'(*)4-...H-— ^^,F»-'(x) 

l.J>  1.2»..  7Z  ~^  1  ) 

H \ /      z»-»F"(a?-|- A-~a)cfe. 

l.2...(«— I)  J^  ^  ' 

Lorsque  le  terme  qui  renferme  l'intégrale  définie  tend 
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vers  zéro  à  mesure  que  n  augmente,  la  série  convei^  vers 
F  (a:  4-  A),  et  devient  celle  que  Taylor  a  fait  connaître. 

On  peut  donner  une  autre  forme  au  terme  qui  exprime. 
Terreur  commise,  en  s'anrètant  au  terme  de  rang  n.  En 
efiet,  rintégrale  définie  est  égale  à  la  somme  des  facteurs 
r""*  dz^  multipliée  par  une  valeur  moyenne  entre  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  de  celles  que  prend  F"( x  -H  A  —  z) 
quand  z  passe  de  o  à  h\  et,  comme  cette  fonction  est  sup- 
posée continue  dans  cet  intervalle,  cette  moyenne  est  Tune 
des  valeurs  que  prend  F'*(x-I- A  —  z),  pour  une  certaine 
valeur  de  z  comprise  entre  o  et  A  :  d'où  résulte  aussi  pour 
h  —  z  une  valeur  comprise  entre  o  et  A,  que  nous  repré- 
senterons par  e/i.  Le  terme  qui  complète  le  développement 
devient  donc 

^ ^    /      «"-Vz,      ou      F''(ar-hôÀ). 

I.2...(/l  — IJJq  1.2.  ..«        ^  ' 

C'est  sous  cette  forme  que  nous  Tavons  présentée  dans  le 
Calcul  différentiel  :  6  est  une  fonction  inconnue  de  x,  et 
l'on  sait  seulement  qu'elle  a  une  valeur  positive  plus  petite 
que  l'unité. 

En  prenant  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs 
deF"(a:)  dans  l'intervalle  de  o:  à  x  4- A,  on  aura  deux 
limites  entre  lesquelles  sera  comprise  l'erreur  commise  en 
s  arrêtant  après  le  n*"*'"*  terme.  L'intégrale  définie  donne  la 
valeur  exacte  de  cette  erreur  \  mais  elle  présente  la  diffi- 
culté de  l'intégration,  et  l'on  ne  peut  généralement  se  pro- 
poser que  de  la  renfermer  entre  deux  limites  connues. 

Diffèrentiation  et  intégration  sous  lé  signe  f. 

53.  Nous  avons  fait  connaître,  au  commencement  de  ce 
Cours,  les  règles  pour  difiérentier  les  fonctions  explicites, 
ainsi  que  celles  qui  sont  liées  entre  elles  et  avec  la  variable 
principale  par  des  équations  dont  les  deux  membres  sont 
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des  fonctions  explicites.  Nous  allons  considérer  une  autre 
espèce  de  fonction  et  donner  le  moyen  de  la  diUërentier. 

Soit  la  fonction  u=z  i    F[zj  x)dz  que  Ton  se  propose 

de  différentier  par  rapport  k  x^  les  limites  z^^  Z,  pouvant 
être  des  fonctions  quelconques  de  x. 

On  aura,  en  considérant  cette  intégrale  comme  une  fonc- 
tion composée  de  Zo,  Z,  x^  qui  sont  toutes  des  fonctions 
de  or, 

dx  "  \dzj  dx  "*"  \dz}  dx  "^  \dx)  ' 
Or  on  a  d'abord 

g  =  -F(..,,).     ^  =  F(Z..). 

Quant  au  troisième  terme  -7-  9  qui  est  relatif  à  la  sup- 

position  de  Zo  et  Z  constants,  il  est  la  limite  de 

z  /»Z 


ou  de 


y^F(,,.  +  AJ-F(z..)^^^^j^'p_F^^^J^^^ 


et  a  pour  valeur 


dx 

Donc 

z 


''^('•'irf,. 


ZdF(z,*)^ 


l/« 
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On  parviendrait  très-simplement  à  la  même  formule,  en 
considérant  l'intégrale  définie  comme  représentant  Taire 
d'une  courbe. 

Si  les  limites  sont  constantes,  c'est-à-dire  indépendantes 
de  x,  on  a 

on  voit  qu'alors  les  deux  opérations  de  différentiatîon  et 
d'intégration  peuvent  se  faire  dans  un  ordre  quelconque. 

54.  Si  la  fonction  de  x  était  une  intégrale  indéfinie  par 
rapport  à  z,  on  la  mettrait  sous  la  forme 


«  =  /     F{2,  x)dz  -hC, 


C  étant  une  fonction  quelconque  de  x\  d'où 


dY{z,x)  ^        dC 
az   ' 


dx  dx 


On  peut  donc  faire,  dans  un  ordre  quelconque,  les  deux 
opérations  sur  F  (z,  x)^  pourvu  que  les  constantes  relatives 
aux  deux  intégrations  soient  liées  par  la  condition  que  la 
seconde  soit  la  dérivée  de  la  première  par  rapport  à  x. 
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.  Si,  au  lieu  de  dîfférentîer  /     F(z,  x)dz^  on  avait 

à  l'intégrer  par  rapport  à  x  entre  les  limites  ^o?  X ,  z^  et  Z 
étant  supposés  indépendants  de  x,  on  observerait,  d'après 
ce  qui  précède,  que,  quel  que  soit  z, 

J/*x  /•«  pz         /%x 

'      dx  \      F{z,x)dz    et     j      dz  j      T(ZfX)dx 

ont  la  même  dérivée  par  rapport  à  j?^  et,  comme  elles  de- 
viennent nulles  toutes  deux  pour  a:  =  Xq^  elles  sont  aussi 
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égales  quel  que  soit  x.  L'ordre  des  deux  opérations  est 
donc  encore  indifiërent.  Tout  cela  suppose  que  la  fonction 
Y{^z^x)  ne  devienne  ni  infinie  ni  indéterminée,  pour  aucune 
valeur  de  a:  et  ^  comprise  entre  les  limites  :  si  cela  arrivait, 
il  fiiudrait  un  examen  particulier  dont  nous  nous  occupe- 
rons tout  à  rheure. 

On  peut  encore  démontrer  géométriquement  celte  propo- 
sition en  considérant  F(r,  x)  comme  Tordonnée  d'une  sur- 
face, et  cherchant  l'expression  du  volume  compris  entre 
cette  surface,  le  plan  zx^  deux  plans  perpendiculaires  à 
Taxe  des  x  correspondant  aux  abscisses  x^^  x\  et  enfin 
deux  plans  perpendiculaires  à  Taxe  des  z  correspondant 
aux    valeurs  Zo,  z.   Ce  volume  a  pour  expression  soit 

f     dx  j    F{z^  x)dz^  soit  i     dz  \     F(z,  x)dx.  Ces 

deux  expressions  sont  donc  équivalentes,  en  supposant  tou- 
tefois que  l'ordonnée  F(z,  x)  reste  finie  dans  l'intervalle 
considéré. 

56.  Si  les  deux  intégrales  étaient  indéfinies,  la  première 
serait 


jc)dz  -¥-  f{x)  i 


en  l'intégrant,  on  trouverait 


Jr*x  pz  /*x 

x^  Jz^  Jx^ 


ce  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 


J  x^  Jz^ 


x)dz-\'f{z)-^f,[x). 


et  Ton  trouverait  un  résultat  identique  en  intégrant  en 
ordre  inverse,  les  fonctions  f  et  fi  pouvant  toujours  être 
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regardées  comme  les  mêmes  dans  les  deux  cas,  puisqu'elles 
sont  entièrement  arbitraires. 

57.  Intégrales  définies  singulières.  —  M.  Cancliy  a  dé- 
signé sous  ce  nom  des  intégrales  prises  «atre  des  limites 
qui  se  rapprochent  indéfiniment  d'une  valeur  particulière 
de  la  variable,  qui  rend  la  fonction  infinie. 

Par  exemple,  si  l'on  suppose  F  (a)  infinie,  l'intégrale 

I  ¥(x)dx  sera  une  intégrale  définie  singulière,  si 

e  tend  vers  zéro,  fi  étant  un  nombre  fini  quelconque. 
On  peut  mettre  la  fonction  différentielle  sous  la  forme 

[x  —  a)  F(x) -,  et,  si  l'on  désigne  par  Ç  une  valeur 

moyenne  entre  a  —  e  et  a  —  ,ut,  l'intégrale  sera  égale  à 

Si  (I  —  a)F(^)  a  une  limite  différente  de  zéro  quand  | 
tend  vers  a,  l'intégrale  définie  singulière  aura  une  valeur 
déterminée  en  même  temps  que  /x.  Nous  allons  voir  à  quoi 
cette  considération  peut  être  utile  dans  la  détermination 
des,intégrales  définies. 

58.  Cas  oîi  la  fonction  sous  le  signe  J  passe  par  Vin- 
fini.  —  Si  une  valeur  x=ia  rend  F{x)  infinie,  et  se  trouve 


on 


on 


comprise  dans  les  limites  de  l'intégrale   /     F{x)dx^ 

formera  d'abord  1         F{x)dx^  puis  /         F{x)dx\ 

les  ajoutera,  puis  on  fera  tendre  e  vers  zéro  :  la  limite  est 
ce  que  M.  Caucby  nomme  la  valeur  principale  de  l'inté- 
grale. On  pourra  avoir  une  valeur  différente  si  l'on  cherche 
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la  limite  de  la  somme  des  deux  intégrales  suivantes  : 

F(*)d»,      1        V(x)d*, 

t  tendant  toujoui*s  vers  zéro,  et  les  nombres  fx,  v  étant 
différents,  car  il  y  aurait,  de  plus,  les  deux  intégrales 

J/*a  — /it  /»<H-t 

I  V{x)dx,      j  V[a:)dx; 

et,  si  leur  somme  ne 'tend  pas  vers  zéro  avec  e,  on  aura  une 
valeur  différente  de  la  première,  que  nous  avons  nommée 
valeur  principale*,  mais  il  est  évident  que  cela  n'arrivera 

jamais  lorsque  les  intégrales    i     F{x)dz^   1     F{x)dx 

seront  finies.  Or  les  deux  dernières  intégrales  définies  sin- 
gulières ont  pour  limite  de  leur  somme  K1^9  K  étant  la 

limite  de  (x  —  a)¥[x)  quand  x  tend  vers  a,  et  supposée 
de  même  signe  quand  x  est  <[  a,  ou  ^  a  (le  cas  contraire 
n'offre,  au  reste,  rien  d'embarrassant).  Si  donc  K  n'est  pas 

nul,  l'intégrale  1     F{x)dx  est  indéterminée^  mais  sa 

valeur  principale  est  déterminée,  soit  finie,  soit  infinie. 

Si  K  est  nul,  on  ne  peut  pas  dire  que  K 1  ~  soit  nécessai- 
rement nul,  puisque  1  -peut  être  infini. 

Par  exemple,  si  v  =  s,  1  -  est  infini,  et  la  seconde  inté- 
grale singulière  est  /  ^\^)  ^^* 

Ainsi,  /     — T-  =  1  f  i-j-p j,  et,  si  v  =  s,  on  a  la. 
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I       — =>  on  a  -p  Iv,   ou 

^Iv,  Ç  étant  un  intermédiaire  entre  e  et  ve^  de  sorte  que 
Ç  =kvs  et  Â:>i  :  par  là  ^Iv  devient  ^kê^lv.  Mais 

on  sait  que  ^Iv  est  nul  pour  v  =  o^  donc  /      -p  est  nul, 
comme  d'ailleurs  on  l'aurait  vu  en  efTectuant  l'intégration. 

59.  Si  l'on  suppose  une  des  limites  infinie,  on  aura 

f 

V{x)dx\  et,  pour  que  Tinté- 

grale  proposée  soit  finie,  il  faudra  que  celle-ci  tende  vers 
zéro  avec  6,  quelque  petit  que  soit  /x  :  il  faudra  donc  que 

=—  F  (  =—  )  Ift  tende  vers  zéro,  quel  que  soit  fx,  K  étant 
Soit  F  (x)  =  •^— — ^-^-^-j  F  (  =—  )  pourra  être  remplacé 

A  J^  "T"  •    •    •  \JVnf   / 

par —(KfjLe)""™,  et  il  faudra  que  fx«"~"*""*l/x  tende  vers 

zéro,  ce  qui  exige  n  ^  m  +  1 9  et  cela  est  suffisant. 

On  pourra  ainsi,  au  moyen  des  intégrales  définies  sin- 
gulières, reconnaître  si  les  intégrales  cherchées  deviennent 
infinies  ou  indéterminées  quand  une  valeur  de  x  rend 
la  fonction  donnée  infinie,  ou  quand  une  des  limites  est 
infinie. 

60.  On  peut  encore  reconnaître  si  une  intégrale  est 
finie,  lorsque  sa  dérivée  devient  infinie  pour  une  valeur 
particulière  de  a:,  en  la  comparant  à  une  autre  plus  simple, 
pour  laquelle  il  n'y  ait  pas  d'incertitude,  et  telle,  que  les 
deux  dérivées  aient  un  rapport  fini  pour  cette  valeiu*  parti- 
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culière  :  les  deux  intégrales  seront  en  même  temps  finies  ou 

infinies.  Par  exemple,  /      7-- — —7—=  et  1      —  seront  dans 

ce  cas.  Le  rapport  des  dérivées,  e*-!-^",  devient  i  pour 
a:  =  o  :  or  la  seconde  est  finie  si  /n<[i ,  et  infinie  si  /n  ==  i, 
ou  m  ^  I  ^  il  en  est  donc  de  même  de  la  première. 

61.  Application  des  principes  précédents  à  la  recherche 
d'intégrales  définies.  —  En  partant  d'intégrales  définies 
connues,  et  les  différentiant  ou  intégrant  par  rapport  à  une 
constante,  on  obtient  la  valeur  des  nouvelles  intégrales. 

Ainsi 


X 


0      ^H-« 


-a   ' 


diilërentiant  n  fois  par  rapport  à  a,  on  obtient 


X 


**I.?..3...7I  I.3.5...r9«  —  \)   Tt 

2"a      * 


d'où 

*  ffx  1.3. 5...  (2/?  ])  TT 


X 


(ar'-f-a)"-^'  a. 4.6... 2/1  „  +  ! 

2a      » 


62.  Si  Ton  considère  cette  autre  intégrale 


X 


a 


0 
et  qu'on  différentie  n —  i  fois  par  rapport  à  a,  on  obtient 


X 


^  ,        1 .2.3. .  .f/i  —  i) 

af-^e-"djr  = 

a" 


Si  Ton  désigne,  en  général,  par  V(p)  Fintégrale 


X 


00 

xP-^er*dx^ 
0 


Caîculinf.D.—  W, 
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quelque  valeur  positive  qu'ait  p^  on  aura,  pour  toute  va< 

leur  entière  et  positive  de  cette  constante, 

r(/?)  =  i.2.3...(p  —  i), 

et,  pour  toute  valeur  positive  de  p, 


i 


00 


xP''c-^f/x=i 


^' 


Si  Ton  diffërentie  l'intégrale  indéfinie  i  e**dx=^ r-C, 

OD  obtient  cette  intégrale  indéfinie, 


/ 


63.   Si  l'on  part   de  Tintéfi^rale   /     x^dxz=.  et 

qu'on  intègre  ses  deux  membres  par  rapport  à  m,  entre 
deux  valeurs  fi  et  y,  on  obtient 


X 


o  1-^  v-t-i 


et  l'on  ne  saurait  donner  l'expression  de  l'intégrale  indé- 
finie. 

B^.  Si  l'on  intègre  par  rapport  à  a,  entre  deux  limites 
quelconques  b  et  c,  les  deux  membres  de  l'équation 


on  obtient 


X  =^=-r 
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Si  Ton  part  de 


X 


00  ^ 

e"^  cosaxdx  z=. ? 


on  obtient  de  même,  en  intégrant  par  rapport  à  a. 


X 


COS  «a7€U?  =  -  1  -r; •  ' 

65.  De  même  l'équation 


X 


»  a 

o  a'  4-  a* 


donne,  en  intégrant  par  rapport  à  a, 


X 


siaoLxdx  =  arc  tang arc  tang  — • 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  fait  ^  =0,  c  =  00  ,  on 
obtient  la  suivante,  qui  est  souvent  utile  : 

Jf«*smaxrf.r      TT  /•«  sinajr  . 

0^2  J-00      -^ 

On  aurait  pu  aussi  l'obtenir  en  partant  de  la  formule  pré- 
'      e-**  cos  oixdx=^  ^  j  en  intégrant  les  deux 

membres  par  rapport  à  ce. 


S. 
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CHAPITRE  Vin. 

AUTRES  PROCÉDÉS  POUR  U  DÉTERMINATION 
D'INTÉGRALES  DÉFINIES. 


66.  On  ramène  quelquefois  une  intégrale  définie  simple 
à  une  intégrale  définie  double,  parce  que  l'indépendance 
des  deux  variables  peut  conduire  à  des  simplifications.  Soit 

'      e~"Wj:.  El  le  est  identique  avec  1      e'-^'dj. 

o  */o 

Si  on  les  multiplie,  on  aura  le  carré  de  l'expression  cherchée. 

e^'*dx  j       e"^^^  dy 
o  •/o 

comme  obtenu  en  multipliant  chaque  élément  e'^'dx  de 
la  première  par  la  seconde^  et,  dans  cette  dernière,  on  peut 
poser  7  =  jcf ,  X  restant  constamment  le  même  que  dans 
l'élément  e~''  dx.  Rien  ne  sera  changé  par  là,  quoique  x  s'in- 

J<»00 
0 

Si  Ton  pouvait  former  cette  dernière  expression  en  a:,  en 
la  multipliant  par  e^'Vx,  on  aura  un  élément  qui,  inté- 
gré entre  o  et  oo  ,  donnerait  identiquement  le  produit  des 
deux  intégrales.  Mais  dans  cette  intégration,  par  rapport 
à  t,  le  facteur  constant  e"''  dx  peut  être  introduit  sous  le 
signe  y,  et  Ton  voit  qu'on  aura  à  intégrer  l'expression 

d'abord  par  rapport  à  t,  puis  par  rapport  à  x,  ces  deux  va- 
riables étant  indépendantes. 
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Or  on  sait  que  ces  deux  intégrations  peuvent  se  faire 
dans  un  ordre  inverse,  sans  que  le  résultat  soit  changé;  et, 
de  cette  manière,  l'opération  pourra  s'effectuer. 

Eln  effet, 

r*:re-Vt+'«)£&=:-— î et        f'^.—^L—=zl. 

Jo  a(i-+-0  Jo      2(1-+-/»)       4 


Donc 


'       (r-'*dx=z^      ou       I        e-**dx:=z\Jv\ 
0  ^  •/— 00 


d'où,  changeant  a:  en  ma:, 


-00 


V^ir 


772 


67.  Cette  intégrale  importante  peut  encore  s'obtenir  par 
le  procédé  suivant,  qui  se  trouve  dans  la  Mécanique  de 
Poisson  : 

'        I       e''**''^^djdx  repré- 

o       J  o 

sente  le  quart  du  volume  du  solide  compris  entre  le  plan 
XY  et  la  surface  dont  Téquation  est  ^  =  e"'*"-^*,  qui  est  en- 
gendrée par  la  révolution  de  la  courbe  dont  l'équation  est 
z  =  e""'*  autour  de  Taxe  des  z.  Or,  si  Ton  décompose  ce  vo- 
lume au  moyen  de  surfaces  cylindriques  infiniment  voi- 
sines et  de  révolution  autour  de  Taxe  des  z,  l'expression 
du  volume  compris  entre  les  deux  surfaces  dont  les  rayons 
sont  a:,  et  x-f-rfo:,  sera  27ra:e*"''rfj:;  son  intégrale  est 
— TTC"'*,  et  l'on  aura  le  volume  entier  du  solide,  en  la  pre- 
nant entre  les  limites  o  et  oo  ,  ce  qui  donne  tt.  Si  l'on  en 
prend  le  quart,  puis  la  racine  carrée,  on  aura 


X 


2 


yo  X.ITIB  m. 

et  par  suite 

/«CD 

On  serait  arrirë  presque  aussi  promptement  a  ce  résul- 
tat, en  décomposant  le  volume  par  des  plans  perpendicu- 
laires à  Taxe  des  z. 

68.  Le  passage  des  quantités  réelles  aux  quantités  imagi- 
naires, fait  avec  la  rigueur  convenable,  peut  encore  conduire 
à  la  détermination  de  nouvelles  intégrales.  Par  exemple, 
on  tire  de  la  formule  précédente,  en  changeant  x  en  x  +  a, 

-00  •/ — 00 

J/^oo 
0 

d'où 

/•»  _ 


Posons  a  =  y— 7  ;  il  vient,  en  observant  que 

Jo 

d'où 

I       er*  cos^axdx= ^— > 

Jo  a 

ou,  en  changeant  x  en  mx  et  am  en  n, 


X 


00  \fi     -^ 

e-^***COSSLnxdx:=^^e  ""*. 

2/71 
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La  substitution  de  a  y] — i  à  a  n'a  pas  altéré  l'équation^ 
parce  que  les  deux  membres  pouvaient  être  développés  en 
séries  convergentes  par  rapport  à  a,  et  que,  par  conséquent, 
les  coeflScients  des  mêmes  puissances  de  a  étaient  nécessai- 
rement les  mêmes  de  part  et  d'autre.  Or,  comme  ils  ne 
changent  pas,  quelque  expression  que  l'on  substitue  à  cr, 
l'identité  a  toujours  lieu;  et  c'est  pour  cela  qu'en  lui  substi- 
tuant ayj —  r  elle  existe  encore. 

69.  En  partant  des  valeurs  des  deux  intégrales  définies 
que  nous  avons  données  précédemment,  on  peut  parvenir 
à  l'expression,  donnée  par  Wallis,  du  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre. 

Ces  deux  formules  sont 


r 


'  ^»*-»-'//j?  2.4.6...aX 


^o      V»  —  ^       3.5.7.  ..(2X- -M)' 


^1  —.  X=  2.4.  .  .2  A-  2 


Lorsque  h  croit  indéfiniment,  elles  tendent  toutes  les  deux 
vers  zéro,  comme  on  peut  s'en  assurer  en  renversant  les 
fractions,  qui  deviennent  évidemment  infinies  avec  k\  car 
la  première  devient  ainsi 

('-^^)('^?)('-^6)-('-^n)' 

et  ce  produit  surpasse  — ^7-^7^-+-..^ — 7»  qui  croît  in- 
définiment avec  k.  Il  en  serait  de  même  pour  la  seconde. 
Mais  le  rapport  de  ces  intégrales  a  pour  limite  l'unité. 

En  effet,  si  l'on  considère  deux  valeurs  consécutives  de  A:, 
les  valeurs  correspondantes  de  Tune  quelconque  des  deux 
intégrales  ont  un  rapport  qui  tend  indéfiniment  vers  l'unité* 
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à  mesure  que  k  augmente.  Or,  si  Ton  prend  l'exposant  de  a: 
dans  l'autre  intégrale,  compris  entre  les  deux  valeurs  de 
l'exposant  de  la  première,  il  est  clair  que  la  valeur  de  la 
seconde  intégrale  sera  comprise  entre  les  deux  consécutives 
de  la  première,  et  que  son  rapport  avec  chacune  d'elles 
tendra  vers  l'unité,  comme  le  rapport  qu'elles  ont  Tune 
avec  l'autre. 

On  peut  encore  s'en  assurer  par  la  considération  sui- 
vante, dont  on  trouve  de  fréquentes  applications. 

Lorsque  k  est  très-grand,  le  numérateur  est  sensiblement 
nul,  tant  que  x  n'est  pas  très-voisin  de  l'unité,  le  dénomi- 
nateur restant  alors  fini,  la  partie  de  l'intégrale  prise 
depuis  zéro  jusqu'à  une  valeur  i  —  a,  a  étant  une  quan- 
tité fixe  aussi  petite  que  l'on  voudra,  est  très-petite  par  rap- 
port au  reste  de  l'intégrale  ;  et  le  rapport  de  ces  deux  par- 
ties tend  vers  zéro  en  môme  temps  que  k  augmente,  a 
restant  constant  (*).  Pour  comparer  les  deux  intégrales  en 
question,  lorsque  k  augmente  indéfiniment,  il  suffit  donc  de 
prendre  le  rapport  des  parties  de  ces  intégrales  relatives  aux 


(*) 

Ooa, 

en 

effet. 

r 

■     X*€fx 

= 

(i 

1 

Vl— ^* 

v« 

-/*• 

r 

Jt'f/X 

^ 

I- 

-(.-«) 

•+• 

1 

ft  étant  compris  entre  o  et  i — «,  et  y  entre  i —  oc  et  i  ;  d'où  il  résulte 


'    >    ' 


Le  rapport  de  la  seconde  intégrale  à  la  première  est  donc  plus  grand  que 


—  li 


il  croit  donc  indéfiniment  avec  n,  quelque  petit  que  soit  «. 
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limites  i  —  a  et  i ,  puis  de  supposer  que  a  diminue  de  plus 
en  plus.  Or  le  rapport  des  difl'érentielles,  et  par  conséquent 
le  rapport  des  parties  que  nous  considérons  des  inté- 
grales, est  une  moyenne  entre  les  valeurs  extrêmes  de  x, 
qui  sont  i  —  a  et  i .  Ce  rapport  a  donc  pour  limite  1 5  et  il 
en  est  de  même  du  rapport  des  intégrales  entières,  puis- 
qu'on n'en  a  négligé  qu'une  partie  infiniment  petite  par 
rapport  à  elles-mêmes. 
On  a  donc 


d'où 


,.     ir  1.3.3.5. .  .(2^*  —  i)(2^"  —  i)(2X-f-i) 

2  2.2.4.6.6. .  .2/-. 2/' 


fr        2.4*4*^'9-^*^' *  * 

2  3.3.5.5.7.7.9. . . 


U  est  facile  de  voir  que  Ton  aura  un  résultat  trop  faible  ou 
trop  fort,  suivant  que  l'on  prendra  un  nombre  impair  ou 
un  nombre  pair  de  facteurs  aux  deux  termes  de  cette  frac- 
tion. 

Nous  parlerons  plus  tard  d'une  métbode  générale,  qui 
consiste  à  ramener  la  détermination  des  intégrales  définies 
à  l'intégration  d'équations  différentielles  relatives  aux  con- 
stantes qui  se  trouvent  sous  le  signe  de  l'intégration. 


^>M' 
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CHAPITRE  IX. 

INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  QUI  RENFERMENT 
PLUSIEURS  VARIARLES  INDÉPENDANTES. 


70.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  les  différen- 
tielles qui  ne  renferment  qu'une  seule  variable  et  qui  sont, 
par  conséquent,  de  la  forme  F(x)dx'^  nous  allons  exa- 
miner maintenant  celles  qui  renferment  plusieurs  variables 
indépendantes,  et  nous  proposer  de  déterminer,  s'il  est  pos- 
sible, la  fonction  de  ces  variables  qui  a  pour  différentielle 
totale  l'expression  donnée. 

Considérons  d'abord  deux  variables  x,  j^,  et  soit  proposé 
d'intégrer  l'expression 

dans  laquelle  on  a 

M  =  f(«,  xh     N=:>Kx,  x). 

On  observera  d'abord  qu'il  n'existe  pas  toujours  une 
fonction  de  x  et  j^  dont  elle  soit  la  différentielle  :  car,  si 
Ton  désigne  par  u  une  pareille  fonction,  on  devra  avoir 

--        du    -T        du  d^u  d^u     .1  i.     j  , 

M  =  -r-9  JN  =  -- ;  et,  comme  - — -  =  -; — 7-»  "  taudraqu  on 

dx  df  dxdy       dydx  ^ 

ait  —  =  —  •  Si  donc  les  fonctions  M,  N  ne  satisfont  pas 

à  cette  identité,  il  n'existera  aucune  fonction  de  x  e\,y  qui 
ait  pour  différentielle  l'expression  donnée.  Mais  nous  allons 
voir  que,  si  cette  condition  est  remplie,  la  fonction  cherchée 


existe  nécessairement,  et  que  sa  détermination  se  ramène 
tonjours  â  des  quadratures. 

On  remarquera  d'abord  que  cette  fonction,  devant  avoir 
M  pour  dérivée  partielle  par  rapport  à  ar,  doit  être  ren- 
fermée dans  l'intégrale  indéfinie  de  M.dx  par  rapport  â  Xy 
y  étant  considéré  comme  une  constante.  EUe  est  donc 

comprise  dans  l'expression  /     M^fj?  +  V,  V  étant 

fonction  arbitraire  de  j^. 

n  reste  à  déterminer  cette  fonction  de  manière  que  la 
dérivée  partielle  par  rapport  à  y  soit  N,  Or  cette  dérivée 
est 

CdVi  ,        dS  r^i/N  ^ 

f       — —  tf  JT  -t-  -—      OU       f      -7-  dx  H- 


une 


dy 


ou  enfin 


dS 


n  donc  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 

n  existe  donc  nécessairement  une  fonction  de  x  et  y^  dont 
l'expression  donnée  est  la  différentielle  ;  et  la  valeur  la  plus 
générale  de  cette  fonction  u  est 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

71.  n  n'y  a  pas  plus  de  difficulté  dans  le  cas  où  le 
nombre  des  variables  indépendantes  est  plus  grand.  Soient, 
par  exemple, 
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et 

n  faudra  d'abord  qne  M,  N,  P  satisfassent  aux  conditions 
indispensables 

£M_^      £M_^      £M_rfP 
rf^        rf«        dz        dx        dz        djr 

Cela  étant,  la  fonction  cherchée  sera  nécessairement  com- 
prise dans  la  formule  /     Mdx  +  V,  V  étant  une  fonction 

de  jr  et  z,  qu'il  faut  déterminer  par  la  condition  que  les  dé- 
rivées partielles  de  l'expression  précédente,  par  rapport  à 
jr  et  z,  soient  respectivement  N  et  P, 
On  aura  donc 

Jx.     dy  djr         /    ,  djn  djr  ^^  •'•^'    ^        dy 


_     C'd^i^     dv     r^d^^ 


n  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  la  fonction  Y  satisfasse 
aux  deux  conditions 


ce  qui  rentre  dans  la  question  précédente.  On  aura  donc 

La  fonction  dont  la  différentielle  est  l'expression  donnée 
existe  donc  lorsque  les  trois  conditions  ci-dessus  ont  lieu  ; 
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ei,  si  on  la  désigne  par  u,  on  aura 

C  étant  une  constante  arbitrure. 

U  est  facile  de  voir  que  le  cas  de  m  variables  se  ramène 
de  la  même  manière  au  cas  de  m  —  i ,  pourvu  que  les  coef- 
ficients satisfassent  aux  conditions  qui  expriment  que  les 
coefficients  différentiels  du  second  ordre  de  la  fonction 
chercliéc,  pris  de  toutes  les  manières  possibles  par  rapport 
à  deux  variables  différentes,  sont  indépendants  de  Tordre 
A^^  difiérentiations.  Donc  le  problème  est  toujours  possible 
lorsque  ces  conditions  sont  remplies,  et  il  est  toujours  ra- 
mené à  de  simples  quadratures. 
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CHAPITRE  X. 

SÉPARATION  DBS  VARIABLES 


72.  Lorsque  nous  avons  cherché  à  dëterminer  une  fonc- 
tion inconnue  y  d'une  variable  x^  connaissant  sa  dérivée 
par  rapport  à  :r,  nous  avons  supposé  que  cette  dérivée 
était  exprimée  au  moyen  de  x  seulement.  Il  est  facile  de 
ramener  à  ce  cas  celui  où  la  dérivée  serait  le  produit  d'une 
fonction  de  x  par  une  fonction  de  y.  En  effet,  en  divisant 
par  le  facteur  fonction  de  y,  on  obtient  une  équation  de  la 
forme  suivante,  dans  laquelle  F(  j^)  et/* (x)  sont  des  fonc- 
tions connues  : 

ou 

(2)  F(j^)rfr=/(ar)d:r. 

On  dit  alors  que  les  variables  x^  y  sont  séparées. 

Si  maintenant  on  trouve  une  fonction  Fi  {y)  dont  la  dé- 
rivée par  rapport  à  y  soit  F(j^),  et  une  fonction  fi  {x) 
dont  la  dérivée  par  rapport  à  x  soit  f[x)^  l'équation  (i) 
nous  montre  que  Fi  (  j^)  et  /i  (x)  auront  même  dérivée  par 
rapport  à  x,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x,  et  que,  par  con- 
séquent, elles  ne  peuvent  différer  que  par  une  constante  ; 
on  aura  donc 

(3)  F,(r)=/t(*)-t-C, 

C  désignant  une  constante  arbitraire.  On  aura  donc  ainsi 
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l'équation  cherchée  entre  x  et  j^j  et  le  problème  est  ra- 
mené, comme  on  le  voit,  à  celui  qui  a  été  traité  précédem- 
ment et  qui  consiste  â  remonter  de  la  dérivée  d'une  fonction 
à  cette  fonction. 

En  prenant  l'équation  sous  la  forme  (2) ,  les  deux  membres 
sont  les  différentielles  des  deux  fonctions  Fi  (j^),  /t  {'X)y  re- 
latives à  des  valeurs  correspondantes  dedx^  dj.  Les  accrois- 
sements finis  quelconques  de  ces  deux  fonctions,  en  pas- 
sant d'un  système  de  valeurs  dex^  jrkun  autre  quelconque, 
sont  donc  égaux,  et  ces  fonctions  ne  peuvent  différer  que 
par  une  constante;  ce  qui  ramène  à  l'équation  (3). 
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CHAPITRE  XL 

APPLICATION  GÉOMÉTRIQUE  DES  MÉTHODES  DTNTÉGRATION. 
QUADRATURE  DES  SURFACES  PLANES.  RECTfflCATION  DES 
COURBES. 


73.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  premier  Cha- 
pitre du  livre  III,  Taire  comprise  entre  les  deux  ordonnées 
relatives  aux  abscisses  x^  et  x  peut  être  représentée  en  coor- 

I     j^rfx,  et  en  coordonnées 

obliques  par  sinO  f     ydx^  6  désignant  l'angle  des  axes.  L'é- 

quation  de  la  courbe  donne  y  en  fonction  de  x,  et  la  qua- 
drature de  la  surface  en  question  est  ramenée  à  une  inté- 
gration. C'est  pour  cela  que  l'on  désigne  souvent  par  le  mot 
quadrature  l'opération  du  Calcul  intégral  par  laquelle  on 
remonte  de  la  différentielle  d'une  fonction  à  une  seule  va- 
riable à  cette  fonction  même. 

Si  l'aire  à  calculer  était  comprise  entre  deux  ordonnées 
et  deux  arcs  de  courbe,  l'expression  de  sa  différentielle  se- 
rait (Y^ — jr)  dx^  en  désignant  par  Y  et  j^  les  fonctions  de  x 
qui  représentent  l'ordonnée  de  chacune  des  deux  courbes. 
Si  la  nature  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  courbes  changeait 
dans  l'intervalle  compris  entre  les  limites,  il  faudrait  par- 
tager cet  intervalle  en  plusieurs  autres,  dont  les  limites 
seraient  les  diverses  valeurs  de  x  où  s'opéreraient  ces  chan- 
gements. 

Si  la  courbe  est  donnée  par  une  équation  entre  des  coor- 
données polaires  9  et  r,  l'aire  que  l'on  cherche  à  évaluer  est 
celle  de  la  figure  comprise  entre  deux  rayons  vecteurs  et 
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l'arc  de  la  courbe.  Sa  difTérentielle  est,  comme  nous  l'avons 
déjà  YU,  r*  — •  Donc  l'aire  comprise  entre  les  deux  rayons 

correspondant   aux    angles  6^ ,   0  aura    pour   expression 

,    /»« 

-  I     r*dO,  r  désignant  la  fonction  de  0  tirée  de  l'équation 

de  la  courbe. 

Si  la  surface  à  évaluer  était  comprise  entre  deux  rayons 

vecteurs  et  deux  courbes,  sa  différentielle  serait dO. 

r  et  r'  désignant  les  rayons  vecteurs  des  deux  courbes,  re- 
latifs à  une  même  valeur  de  9  -,  Taire  cherchée  serait  donc 

exprimée  par  -    I      (r*  —  /•'*)  d9^  r  et  r'  étant  des  fonctions 

connues  de  0,  déduites  des  équations  des  deux  coiu*bes. 

EXEMPLES. 

Paraboles.  —  Proposons-nous  d'abord  de  calculer  l'aire 
des  paraboles  renfermées  dans  l'équation  générale 

meln  étant  positifs  ;  on  aura 

/•  L  f*  H  Ix'" 

^         ^  ^+. 

m 

Si  l'on  prend  l'aire  à  partir  de  :r  =  o,  on  aura  C  =  o,  et 
l'aire  terminée  i  l'ordonnée  relative  à  une  valeur  quelconque 
de  X  aura  pour  expression 

T       n 
— Kl 

'  ou  *^ 


/W  -i-«  /7I  -H  71 


La  partie  du  rectangle  cpy  qui  reste,  après  avoir  retran* 

Calcul  inf,  Z).  —  n.  _    ^  -  6 


X 
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ché  celle-ci,  que  Ton  trouverait  directement  en  prenant 

j?rfr,  est  — ^^  ;  donc  Tare  de  la  couriïe  divise  le  rec- 

tangle  xy  dans  le  rapport  constant  de  m  :  tz. 

Si  Ton  considère  au  lieu  de  l'origine  un  point  (a,  6)  de 
la  courbe,  les  aires  comprises  entre  les  ordonnées  ou  les 
abscisses  de  ce  point  et  du  premier  seront  les  différences 

de  quantité  ayant  même  rapport  —\  elles  auront  donc 

aussi  ce  même  rapport  entre  elles.  D'où  l'on  voit  que,  si 
l'on  projette  un  arc  quelconque  de  la  courbe  sur  l'axe  des  x 
et  sm*  Taxe  des  y^  les  aires  comprises  entre  cet  arc,  les 
lignes  projetantes  et  l'axe  perpendiculaire  sont  entre  elles 
comme  les  exposants  m  et  n. 

Hyperboles.  —  Considérons  maintenant  l'équation  gé- 
nérale y^x^  =za  des  hyperboles  qui  ont  pour  asymptotes 
les  axes  des  coordonnées  \  on  aura 


n 

— hi 


m 


Soit  d'abord  /t  <[  m,  et  supposons  que  l'aire  commence  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  ce,  6^  l'aire  aura  pour  ex- 
pression 

—  /  —  —  -4-  —  — -+-A 

ma'^Xx    *"      — a    '"      )  mfxy  —  a€) 

^^ ; ^        OU         —^-^ -' 

m  —  n  m  —  n 

On  voit  alors  que  sa  valeur  est  finie  pour  a  =  o,  quoiqu'elle 
s'étende  indéfiniment  dans  le  sens  des  y^  puisque  l'axe 
des  y  est  asymptote  de  la  courbe  :  mais  elle  devient  infinie 
en  même  temps  que  x. 

Ainsi  l'aire  comptée  à  partir  d'une  ordonnée  arbitraire, 
et  prolongée  indéfiniment  vers  l'une  des  deux  asymptotes, 
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est  finie  ou  infinie,  suivant  que  la  coordonnée  comptée  sur 
cette  asymptote  a  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  exposant 

dans  l'équation.  En  cherchant  —  /     x  dj^  on  aurait  F  aire 

comprise  entre  l'arc  et  les  abscisses  menées  par  ses  cxtré* 
mités;  son  expression  serait —•  Ces  deux  aires  sont 


m  —  n 


donc  encore  dans  le  rapport  des  exposants  m  et  ti. 

Si  l'on  avait  n  ]>  m,  on  arriverait  à  la  même  conclusion . 

Si  l'on  avait  m = 72,  l'équation  serait  de  la  forme  xy  =  /?*, 
et  représenterait  une  hyperbole  équilatère,  puisque  les  axes 
sont  rectangulaires.  On  aurait  alors 


Si  l'on  voulait  que  Taire  commençât  à  l'axe  des  j^,  on 
aurait  a  =  o;  ce  qui  fait  voir  que  Taire  comprise  entre  Une 
ordonnée  quelconque  et  Taxe  des  j-  est  infinie. 

Si  Ton  suppose  a  =  p^  Taire  conmiencera  à  l'ordonnée 
menée  par  le  sommet  de  Thyperbole  ;  et,  si  Ton  prend  p 
pour  unité,  son  expression  sera  la:.  C'est  cette  propriété 
qui  a  fait  donner  aux  logarithmes  népériens  le  nom  de  loga- 
rithmes hyperboliques. 

Réciproques.  —  Les  paraboles  et  les  hyperboles  que  nous 
venons  de  considérer  jouissent  de  cette  propriété  commune 
que,  si  Ton  projette  un  arc  quelconque  de  ces  courbes  sur 
les  deux  axes,  les  aires  comprises  entr«»cet  arc  et  les  coor- 
données parallèles  sont  dans  un  rapport  constant.  Or  il  est 
facile  de  démontrer  qu'elles  sont  les  seules  courbes  qui  en 
jouissent.  En  effet,  cette  condition  générale  est  exprimée 
par  Téquation 


fit  Jg 


6. 
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le  signe  -—  du  second  membre  se  rapportant  au  cas  où  dy 
et  dx  sont  de  signes  contraires. 

DiiTérentiant  les  deux  membres  en  considérant  le  point 
a,  6  comme  immobile,  et  a:,  y  comme  seules  variables,  il 

vient 

dx       _.        dy 
nydxz=.±mxdy     ou     n  —  zz2±m — > 

X  y 


•   .  ^ 


et  intégrant 

/ï  Ijc  =  dz  m  1^  +  le, 

en  désignant  par  1  c  une  constante  arbitraire.  Cette  équation 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

et  représente  des  paraboles  ou  des  hyperboles,  suivant 
qu'on  suppose  que  les  coordonnées  varient  dans  le  même 
sens  ou  en  sens  contraire. 

Ellipse.  —  Soit  l'équation  de  l'ellipse 

b   j 

a^y^-hb^x^^a^lf^     ou     yz=-'Ja^  —  x^i 

a  ^ 

on  aura 

j  ydx=:-    I   dx  ^/a'  —  X' , 

Or,  en  intégrant  par  parties,  on  trouve 


r       ^ . rx^dr 

J  dx^a^^x'z=xy/a'-^x^  -hj  ^^,  _  ^, 


Mais 


J  ^a^-x'      J  sla'-x'  J 


x'd.T  r(.T^-.û^-ha^)dx  Ç         r- :  ,    x 

—  —  i —  —  J  ^^  ./^2  —  x'  -f-  a'  arcsm  — ; 

a 


en  substituant,  il  vient 


I  dx  ^à^  —  x^z=x  ^a^  —  a:*  4-  fl'  arc  sin  ^ l  dx\ja'  —  jt»  . 
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Réunissant  les  deux  intégrales,  que  Ton  supposera  prises 
à  partir  de  la  même  limite,  et  ajoutant  une  constante  arbi- 
traire, il  vient,  en  divisant  par  a,  puis  multipliant  par  -9 

*    r  *     r^. :       6x  si  à'  -f-  ^»       ah         .    •«       ^ 

"    \  djc  ^a}  —  x^zzz 1 arc  sin  — h  C. 

a  J         ^  aa  7.  a 

Si  Ton  veut  que  Taire  commence  à  l'axe  des  7,  on  aura 

C  =  o.  Si  l'on  fait  ensuite  x  =  a,  on  aura  —j-  pour  la 

valeur  du  quart  de  Tellipse.  L'aire  de  Tellipse  entière  est 
donc  irai  :  elle  devient  ira*,  si  i  =  a. 

Le  terme  — y  étant  équivalent  à  -^>  mesure  le 

triangle  dont  les  côtés  sont  x  et  j^-,  par  conséquent,  le 

terme  —  arc  sin  -  mesure  le  reste  de  Taire,  c'est-à-dire  le 
2  a  ' 

secteur  formé  par  Taxe  des  y^  Tare  de  Tellipse  et  le  rayon 

mené  du  centre  à  Texlrémité  de  cet  arc. 

Hyperbole.  —  Soit  maintenant  Téquation  de  l'hyperbole 

*  r 


on  aura 


a}y* —  b^x^  =  —  a^b^     ou     j^  =  -  \x^  —  a*; 

a 

/b  r     ^ 

et,  si  Ton  suit  la  même  marche  que  pour  Tellipse,  on  trou- 
vera 


/ 


b.T  J.r^  —  a^       ah  .  /  , x 

3a  2  .  ' 


\ 


si  Ton  veut  faire  commencer  Taire  au  sommet,  son  expres- 
sion devra  être  nulle  pour  x=r a,  doù  C=  — la,  et  Taire 
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aura  pour  valeur 


bx^jr^  —  fl*        ab  ,x  -+•  v'.r*  —  à* 
2.a  %  a 

Le  premier  terme  étant  égal  à  —9  on  en   conclut  que 

Jm 

—  1 est  l'expression  du  secteur  compris  entre 

l'axe  transverse,  l'arc  de  Thyperbole  et  le  rayon  mené  du 
centre  à  l'extrémité  de  cet  arc. 

Cycloïde.  —  Considérons  maintenant  la  cycloïde  rappor- 
tée à  son  sommet  A  \Jis>  i)  ;  son  équation  diflerentielle  sera 


dx        y    2a  — _ 


2  a  étant  le  diamètre  AB  du  cercle  générateur.  L'aire  AlVIP 
a  pour  expression 

ydx     ou      I      dy^iay  -^y^\ 
0  Jo  * 

elle  est  donc  identique  avec  l'aire  AQN  relative  au  cercle 
générateur. 

L'aire  totale  ADK  est  donc  égale  à  la  moitié  de  celle  du 
cercle,  ainsi  que  Taire  symétrique  CHA^  et,  comme  le  rec- 
tangle CHKDC  est  égal  à  47ra*,  l'aire  GADC  sera  égale  à 
Sttû*  ou  au  triple  du  cercle  générateur. 

Quant  à  l'expression  de  l'intégrale 


\  djr)j^ajr-^y-^ 


on  observera  qu'elle  est  identique  avec 


fdy^a^^(jr  —  ^Y\ 
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elle  rentre  donc  dans  celle  que  nous  avons  calculée  dans  le 
cas  de  l'ellipse,  en  y  changeant  x  en  y  —  a.  Ainsi  Ton 
aura 


/■ 


-     (y  —  aSsliar  — y"^     «•       *  y  —  « 

r3 \-L Ll ^1. ± I ai»/^  tin  "1 


dy^iay — y':=— --^ — '- 1 arcsin -4- C. 

Si  Ton  prend  Tintëgrale  à  partir  de^  =  o,  on  aura 

^       ira* 

C  =  ^; 

et,  si  l'on  prend  pour  seconde  limite  j^  =  aa,  la  valeur  de 
Taire  sera 

Tra' 
> 

comme  nous  l'avions  déjà  reconnu. 

Spirale  logarithmique.  —  L'équation  de  cette  coutbe 
est,  en  coordonnées  polaires,  r  =  Ae"*  5  l'aire  comprise 
entre  deux  rayons  vecteurs  correspondant  aux  angles  0«  et 
0  aura  donc  pour  expression 

ou 

r^  —  r\ 

en  désignant  par  r^  et  r  les  valeurs  extrêmes  du  rayon  vec- 
teur. 

Si  Ton  part  de  r©  =  o,  c'est-à-dire  si  l'on  cherche  la  li- 
mite de  l'aire  comprise  entre  le  rayon  fixe  r  et  un  autre 
rayon  dont  l'extrémité  tend  vers  le  pôle,  tandis  que  sa  di- 
rection tourne  indéfiniment  autour  de  ce  point  asymptote, 

on  trouvera  simplement  7—  •  Cette  aire  croît  donc  comme  le 

carré  du  rayon  vecteur. 
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Rectification  des  courbes, 

74.  Nous  avons  démontré  que  la  diiTérentielIe  d'un  arc 

de  courbe  plane  est  \jdx^  +  dj^^  en  supposant  les  axes  rec-> 
tangulaires  :  elle  sera,  pour  une  courbe  à  double  courbure, 

^/dx^-h  djr^-h  dz*.  Lorsque  les  axes  font  entre  eux  des 
angles  quelconques,  on  sait  quels  termes  il  faut  ajouter  sous 
le  radical  ;  mais  on  suppose  ordinairement  ces  angles  droits. 
L'arc  dont  les  extrémités  correspondent  aux  abscisses  jcq  et 
X  aura  donc  pour  expression,  dans  le  premier  cas, 


I 


V^rfx'-f  r/r», 


et,  dans  le  second, 

/»  JC 


/ 


Si  la  courbe  plane  était  rapportée  k  des  coordonnées  po- 
laires, faous  avons  vu  que  la  différentielle  de  sa  longueur 
aurait  pour  expression 


et  sa  longueur  serait,  par  conséquent,  exprimée  par 


do  et  6  étant  les  valeurs  extrêmes  de  l'angle  0, 


EXEMPLES. 


Parabole,  —  Soit  d'abord  la  parabole  ayant  pour  équa- 
tion 

jr'^z=z  ^pxy     d'où     y^dy=z pdx^     dxz=z 9 

V  P 
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on  aura 


v/S?T^  ==  £/jr  1/ 1 4- -^ 


I^  longueur  de  l'arc  dont  les  extrémités  correspondent  à 
y^  cl  jr  aura  donc  pour  expression 

P  Jj^  2/? 

Si  l'on  veut  faire  commencer  Tare  au  sommet,  on  aura 

et  Texpression  de  cet  arc  sera 

^p  2  .         p 

Ellipse.  —  L'équation  de  Tellipse 

donne 

dx  _        b*x 
(Lk  à*x 


ds  =  ^dx^ + dx^  =  ''•^  y  -^m^  ' 

en  désignant  ^a*  —  è*  par  ae. 
L'abscisse  X  étant  toujours  moindre  que  a,  on  peut  poser 

X  =  a  sin  f, 
doù 


dx  =  a cos^ r/<p,     dzz::  adf  ^i  — ^bin'^ • 

Pour  intégrer  cette  expression,  on  développera  le  radical 
en  série,  ce  qui  est  permis,  puisque  le  second  terme  est  plus 
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petit  que  le  premier.  On  aura  ainsi 


(i  —  e*sin*«p)*  =  I tf'sin*» ^tf*sin*»  —  .•• 

^'  2  ^  2.4  ^ 


1.1.3...  (2/71 -3)^^ 


2.4*6. .  .2m 


sin^-y  — . . ., 


et,  par  suite, 


/  sin'""f  (ff  — . .  - 


J  =  a  _ 

I .  î  .3. .  .(2/IÎ  —  3) 

L    £f* 

2.4*6.  .  .2/71 

Cette  série  sera  d'autant  plus  convergente  que  l'excentricité 
e  sera  plus  petite.  Si  l'on  intègre  à  partir  de  (j  =  o,  on 
aura 

r.      •      ,  (2/W  — 1)    .    ,.^- 

2/71 
(im  —  0(2/71  —  3).  .  .3    . 
sin 


(2/72  —  2)(2/72  —  4)'  '  '^ 

(2/71  —  1). .  .3.1 

2/71.  .  .4.2 


4P 

et,  si  Ton  prend  pour  seconde  limite  y  =  -  j  on  aura,  pour 
l'expression  du  quart  du  périmètre  de  Tellipse, 


ir«   I  \2    /       '  c 

~  I    __^  T  /l.3. 

L        2/71  —  I    \        2. 


.  .(2/71  —  l) 


4.  •  •  2/72 


)■-.,. 


Si  e  =  o,  l'ellipse  devient  le  cercle  dont  le  rayon  est  a,  et 

l'expression  précédente  se  réduit  à  — y  qui  est,  en  effet,  le 
quart  de  la  circonférence. 
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Hyperbole,  —  L'équation  de  Thyperbolc 
donne 


djr        b^x         ,  r- ,         fé^x* —  a} 

-j-  =  —r-y      dsz=  ddx^-^djr^  z=z  dx  1/  — ; —: 

dx        a^y  ^  ''  \     x^  —  a} 


en  posant 


Les  valeurs  de  x  étant  toujours  plus  grandes  que  a,  on 
posera  x  = >  et  Ton  aura 


</<p         /  côs» 

ds  =  ae i  /  I 

cos'f  V  e* 


? 


Si  Ton  développe  en  série  le  radical,  et  qu'on  intègre  i  par- 
tir de  f  =  o,  qui  correspond  à  x  =  a,  on  am*a 

-i— -14— —  •    I 

1 .1.3. .  .(am  —  3)  cos*»^  ■ 

2.4.6. .  .2m  ^'•*  '  J 


[I  .  I  COS*9  I  . 

!..  r  .3. .  .(2m  - 
2.i.6. .  .2/ 


I  .  T.3  cos^« 


a»       ai'''      I         ^-^     ^~  2.4*6     e* 

2<?      <^Jo        I         I.  r.3...(2m--3)  cos*"-»ij» 


4 -6...  2/71  tf*«^ 

Lorsque  x  croit  indéfiniment,  (p  tend  vers  -9  et  ^  croit 

sans  limite.  Mais,  si  Ton  cherche  la  différence  entre  l'arc  et 
la  partie  de  l'asymptote  comprise  entre  le  centre  et  le  point 
correspondant  de  l'abscisse  de  Textrémité  de  l'arc,  cette  dif- 
férence tend  vers  une  limite  dont  il  est  facile  d'obtenir 
l'expression.  En  effet,  cette  partie  de  l'asymptote  est  égale 
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à  ;  et,  si  Ton  en  retranche  s.  il  reste 

COS  f  ' 

ae(\  —  sin»)       aa       «    /*?  .   fî^icos'©        i.i.3cos*o  '1 

cosç  2e       ej       ^L  a. 4^'  ^.4-^    ^  J 


ff 


Si  Ton  prend  la  limite  y  =  -,  il  vient 


««r        f  /i   ,\«       I  /,.3    lY      t  /1.3.5   i\»  1 

75.  Cjrcloïde.  —  L'équation  de  la  cycloïde  rapportée  à 
son  sommet  est 


dx        y    2  a  — 


d'où 


ds  =  dx  kl 


2a  —  Y  -;   ,     / — 

IH z=zy   ^df\jia\ 


donc 

$  =  Hjr*  ^/Trt  -h  C; 

et,  si  Ton  fait  commencer  l'arc  au  sommet,  on  aura 

C  =  o     et     s  r=  7,  sji  aj\ 

Si  l'on  fait  r  =  a  a,  on  aura  la  moitié  du  périmètre  de  la 
cycloïde,  qui  sera  égale  à  4««  Pour  une  valeur  quelconque 
de  j-,  s  est  double  de  la  longueur  de  la  tangente. 

C'est  à  quoi  l'on  était  déjà  parvenu  par  la  théorie  des  dé- 
veloppées. 

Spirale  logarithmique.  —  L'équation  polaire  de  cette 
courbe  est 

r  =  A  ^\     d*où     dr  =  XaeT^  dQ  ; 


ds  =  v^J/^  4- r»rfô»  =  A^H-«'.c«*^0. 
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Donc 

.   4/1  H- <7'     .        ^  i/l  4- a*        ^ 

a  a 

Si  l'arc  commence  au  pôle,  qui  est  asymptote  de  la  courbe . 
on  aura 


=:  o     et     s  =  r  ^ • 


a 


Cette  expression  est  celle  de  la  longueur  de  la  tangente 
menée  à  Textrëmité  de  Tare,  et  terminée  à  la  perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur  mené  par  le  pôle.  Ce  résultat  avait 
déjà  été  obtenu  par  la  théorie  des  développées. 

76.  Supposons  maintenant  les  points  déterminés  par 
trois  coordonnées  polaires.  Soient  6  Tangle  formé  par  le 
rayon  vecteur  r  avec  Taxe  des  z^  et  ^  Tangle  formé  par  sa 
projection  sur  le  plan  XY  avec  Taxe  des  x.  Toute  courbe 
sera  déterminée  par  deux  équations  entre  r,  ^,  0,  Les  équa- 
tions qui  déterminent  généralement  x,  jr^  z  en  fonctions  de 
r,  0,  ^  feront  connaître  dx^  dy^  dz^  au  moyen  de  r,  0,  ^, 

dr,  dô,  dif\  et,  en  les  substituant  dans  y/rfx*  4-^*4-  û?z% 
on  aura  l'expression  de  la  différentielle  de  Tare  en  coor- 
données polaires.  Mais  on  peut  y  arriver  directement  de  la 
manière  suivante  : 

Si  l'on  conçoit  une  sphère  décrite  du  pôle  comme  centre 
avec  le  rayon  r,  elle  coupe  le  rayon  r  -H  dr  en  un  point  qui, 
joint  à  l'extrémité  de  r  par  un  arc  de  grand  cercle,  déter- 
mine un  triangle  rectangle  infiniment  petit,  dont  ds  est 
l'hypoténuse  et  dr  un  des  côtés  de  l'angle  droit.  Pour  dé- 
terminer le  troisième  côté,  on  mènera  par  Taxe  des  z  deux 
plans  contenant  respectivement  les  deux  rayons,  et  qui 
comprendront  entre  eux  l'angle  di(\  puis,  par  l'une  des 
extrémités  de  ce  troisième  côté,  on  mènera  un  plan  paral- 
lèle à  XY  :  le  côte  cherché  sera  l'hypoténuse  d'un  triangle 
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rectangle  trace  sur  la  sphère,  et  dont  les  deux  côtés  de 
l'angledroit  seront  respectivement  rsinOd^  et  rdO.  On  aura 
donc 


et,  pour  avoir  5,  il  suffira  d'exprimer  deux  des  variables  en 
fonction  de  la  troisième  d'après  les  équations  de  la  courbe, 
et  d'intégrer  entre  les  limites  demandées. 
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CHAPITRE  XII. 

CUBATURE  DES  SOLIDES  ET  QUADRATURE  DES  SURFACES 

COURBES. 


Cubature  des  solides  de  réi^olution. 

77.  G>nsidérons  maintenant  le  solide  formé  par  la  révo- 
lution d'une  surface  plane  autour  d'un  axe  situé  dans  son 
plan,  et  que  nous  prendrons  pour  axe  des  x.  L!équation  de 
la  courbe  qui  termine  cette  surface  est  donnée  entre  deux 
coordonnées  x^  y^  situées  dans  le  plan  YAX,  où*  se  trouve 
primitivement  cette  courbe.  Cela  posé,  nous  nous  propo- 
sons d'évaluer  le  volume  compris  entre  deux  plans  perpen- 
diculaires à  l'axe  de  rotation,  et  qui  est  engendré  par  la 
partie  MNM'N'  de  la  surface  (/îgr-  2)  comprise  entre  les 
deux  ordonnées  arbitraires  MP,  NQ.  Pour  cela,  nous  cher- 
cberons  l'expression  de  la  différentielle  de  ce  volume,  que 
Ton  peut  considérer  comme  l'accroissement  infiniment 
petit  que  prend  le  volume  V  lorsque  la  variable  x  dont  il 
est  question  prend  l'accroissement  dx.  Soit  QR  =  dx^  d\ 
sera  considéré  comme  le  volume  engendré  par  la  surface 
KKN'K'.  Mais,  si  par  les  points  N,  ]N'  on  mène  des  paral- 
lèles à  AX,  on  remplacera  NKN'K'  par  un  rectangle  qui 
engendrera  un  volume  dont  le  rapport  avec  l'accroissement 
exact  du  volume  aura  pour  limite  l'unité^  ce  que  l'on  dé- 
montre comme  pour  les  aires.  Mais  le  volume  qu'engendi*e 
ce  rectangle  a  pour  mesure  «(j^* — y^)dx^y  et  y*  étant  les 
ordonnées  NQ,  N'Q;  donc  le  volume  V,  compris  entre 
deux  plans  correspondant  aux  abscisses  x^^x^  a  pour  ex- 
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pression 

Si  Pon  veut  avoir  le  volume  total,  il  faudra  prendre  pour 
limites  de  cette  intégrale  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des 
valeurs  de  x  auxquelles  correspondent  des  points  de  la  sur- 
face donnée. 

EXEMPLES. 

Ellipsoïde,  —  Supposons  que  la  surface  génératrice  soit 
celle  d*une  ellipse  tournant  autour  d'un  de  ses  axes,  pris 
pour  axe  des  x\  son  équation  sera 

et  l'on  aura 

Si  le  volume  doit  commencer  au  sommet,  on  a 

C  =  o     et     V=— ^«x'-jj. 

On  aura  le  volume  entier  de  relHpsoïde  en  faisant  j:  =  2«, 
ce  qui  donne 

il  devient âîT a',  si  i  =  a,  ce  qui  réduit  Tellipsoïde  à  la 

sphère  dont  le  rayon  est  a. 

Il  est  à  remarquer  que  la  différentielle  tfV,  ne  renfer- 
mant pas  de  radicaux,  ne  devient  pas  imaginaire  en  dehors 
des  limites  o  et  +  2a;  elle  ne  fait  que  changer  de  signe,  et 
est  égale,  au  signe  près,  à  celle  du  volume  engendré  par 
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l'iijperbole,  dont  Téquation  serait 

J*=  —  [x^ —  2a.r). 

Il  résulte  de  là  que,  si  dans  l'expression  de  V  on  donne  a  la 
seconde  limite  x  une  valeur  négative,  on  obtiendra  le  vo- 
lume de  rhyperboloïde^  depuis  cette  valeur  de  x  jusqu'à 
X  =  o  ;  que,  si  Ton  donne  à  x  une  valeur  positive  plus  pe* 
tite  que  sa,  on  aura  le  volume  de  Tellipsoïde  depuis  a:  =  o 
jusqu'à  cette  seconde  limite;  et  qu'enfin,  si  l'on  donne  à  j: 
une  valeur  positive  plus  grande  que  a  a,  on  obtiendra  le 
volume  entier  de  1^'ellipsoïde,  diminué  du  volume  de  l'by- 
parboloïde  compris  entre  :r;  =:  aa  et  la  seconde  limite. 

Donc,  si  l'on  veut  trouver  la  valeur  qu'il  convient  de 
donner  à  x  pour  que  Y  soit  égal  à  un  volume  donné,  ou 
que  Tellipsoïde  soit  partagé  dans  un  rapport  donné,  on  trou- 
vera trois  valeurs  réelles  :  l'une  négative,  l'autre  positive  et 
plus  petite  que  2  a  et  la  troisième  positive  et  plus  grande 
que  2a;  mais  la  seconde  seule  satisfait  à  la  conditicm  de 
partager  Tellipsoïde  dans  le  rapport  demandé,  ou  de  ma- 
nière que  V  ait  une  valeur  donnée ,  pourvu  qu'elle  soit 

moindre  que  ^  tt  a*  i . 

Jore.  —  Ce  solide  est  engendré  par  la  révolution  d'un 
cerde  autour  d'une  droite  située  dans  son  pian.  Soit  l'équa- 
tion de  ce  cercle 

(r  — «)••+-(*  — «)'  =  R*» 

oa 

La  diflerenlielle  du  volume  est  {Jîg.  3) 


«>4. 


Caie.  inf.  D.  —  II. 
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OU 


OU  encore 

Or  MM/dx  est  la  di£férentielle  de  Taire  du  cercle  géné- 
rateur. Donc  le  volume  engendré  par  la  partie  du  cercle 
comprise  entre  deux  ordonnées  quelconques  est  égal  &  cette 
aire  multipliée  par  2ir6,  c'est-à-dire  par  la  circonférence  dé- 
crite par  le  centre  du  cercle. 

Si  Ton  veut  avoir  le  volume  entier  du  solide,  il  faut  mul- 
tiplier l'aire  du  cercle  par  la  circonférence  décrite  par  son 
centre,  ce  qui  donne  air*6R". 

On  trouverait  le  même  résultat  en  intégrant  la  différen- 
tielle dx  ^R*  —  [œ  —  ay  que  nous  avons  déjà  trouvée  dans 
la  quadrature  de  l'ellipse  et  du  cercle. 

Quadrature  des  surfaces  de  réi^olution, 

78.  Nous  avons  appelé  aire  d'une  surface  courbe  la 
limite  de  Taire  d'un  polyèdre  inscrit  ou  circonscrit  à  cette 
surface,  et  dont  les  faces  infiniment  petites  ont  pour  limites 
de  leurs  directions  les  plans  tangents  aux  différents  points 
de  cette  surface. 

Nous  en  avons  conclu  qu'on  peut,  au  lieu  des  éléments 
plans  qui  composent  la  surface  du  polyèdre,  considérer  des 
surfaces  courbes  dont  les  plans  tangents  aient  pour  limites 
ceux  de  la  surface  proposée.  On  pourra  donc  regarder  la 
surface  engendrée  par  la  révolution  d'un  arc  de  courbe 
plane,  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan, 
comme  la  limite  de  la  somme  des  troncs  de  cônes  infiniment 
petits,  engendrés  par  les  côtés  d'un  polygone  inscrit  dans 
cette  courbe.  Si  Ton  désigne  par  ^  el  y-^dy  les  ordonnées 
des  deux  points  extrêmes  d'un  quelconque  de  ces  côtés 
ayant  pour  longueur  ds^  la  surface  du  tronc  de  cône  qu'il 
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engendre  aura  pour  mesure 

2ifljr-^—]ds,     ou     ^nrydSf 


en  négligeant  rinfinîment  petit  du  second  ordre 

L'aire  engendrée  par  l'arc  dont  les  points  extrêmes  ont 
pour  abscisses  x^  et  x  aura  donc  pour  expression 

I      yds^     ou     2ir  I      y  ^dx*  -4-  dj^ . 


EXEMPLES. 

Ellipsoïde.  —  Supposons  que  rdlipse  dont  Téquation 
est 

tourne  autour  de  Taxe  des  x  \  elle  engendrera  une  surface 
dont  la  diiTérentielle  sera 

2ir6 


j-  dx  ^a*  —  ^  a^  —  à*)  x'. 

Supposons  d'abord  a  ^  &  et  posous 

Taire,  commençant  x  =  o,  aura  pour  expression  ^ 

2i:bc  r^  ^    ^  /7*         ■       nbc[        lli}  ;       a»  ,    ex'\ 

f      dxKI --  —  a?z^ h»?\/-T — JT* -h -r  arc  sm  —  'l 

a    J^^         y  é'  «    L    V  <?'  ^'  «    J 

■ 

U  ne  faut  pas  ajouter  de  constante^  puisque  l'aire  est  nulle 
pour  j?  =  o.  On  aura  la  moitié  de  la  surface  de  l'ellipsoïde 
en  faisant  x  =  a,  ce  qui  donne,  pour  1j|  surface  entière, 

2ir6>'  H arc  Sllltf. 
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Si  e  =  p,  a  =  &,  et  l'ellipsoïde  devient  une  sphère  ;  comme 

d'ailleurs tend  vers  l'unité  à  mesure  que  e  tend 

vers  zéro,  on  aura  4^^*  pour  la  surface  de  la  sphère  dont 
le  rayon  est  a. 

Supposons,  en  second  lieu,  a  <::^  &,  et  posons 


fc»— û>r=  b^e*; 

l'expression  de  Taire,  à  partir  de  x  ==  o,  sera 


-h*> 


bc 


Si  l'on  fait  x  =  a^on  aura  la  moitié  de  la  surface  de  l'el- 
lipsoïde, et  la  surface  entière  aura  pour  expression 


f    /-; rr-       ^«a'  ,  be  -h  Jà*  ^  b^e" 

OLifbyla}  -^  d^'tf'H 1 ^ . 

e  a 

On  retrouve  encore  la  surface  de  la  sphère  quand  on 
suppose  c  =  o.  En  effet,  la  première  partie  devient  a  ira'; 

pour  obtenir  la  seconde,  on  développera  ^a*  -f-  A*~ê*  en 
série,  ce  qui  est  permis,  puisque  i*e*,  tendant  vers  zéro,  est 
plus  petit  que  a',  et  l'on  trouvera  encore  a«a*  ;  ce  qui  don- 
nera 4^^'  pour  l'aire  totale  de  la  sphère. 

Surface  du  tore,  —  Supposons  qu'on  fasse  tourner  au- 
tour de  l'axe  des  x  le  cercle  dont  l'équation  est 

(r-6)»-h{x-a)'=R»; 

la  partie  supérieure  engendrera  une  surface  dont  la  diffé* 
rentielle  sera 

air  [e  H-  V^R'—  (x  — a)']  ds. 
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La  différentielle  de  l'aire  engendrée  par  la  partie  inférieure 
sera 

air  [«  —  y^«  —  (x  r-  a)']  d$. 

Si  on  les  suppose  comprises  entre  les  deux  mêmes  plans 
perpendiculaires  à  Taxe,  x  et  ds  seront  les  mêmes,  et  la 
somme  des  deux  différentielles  sera  4^o  ds^  dont  Tintégrale 
est  4^65  -f-  C. 

On  aura  la  surface  entière  en  prenant  s  égal  à  la  demi- 
circonférence  9rR,  et  C  =:  o  ;  ce  qui  donnera 

^n^^'Ky     ou     !2frR2ir6. 

La  «urface  du  solide  entier  est  donc  égale  au  produit  de  la 
circonférence  génératrice  par  la  circonférence  décrite  par 
son  centre. 

On  peut  calculer  séparément  la  surface  engendrée  par  la 
partie  supérieure,  et  par  la  partie  inférieure  de  la  circon- 
férence. En  effet,  la  première  est 

2ir  [ts  -^Jds  V^R»  —  (x  —  a)»]  ==  1iç[ts  -h/Kdr) 

Pour  avoir  la  partie  supérieure  tout  entière,  U  faut  prendre 
pour  X  les  limites  a  —  R,  a  -f-  R,  et  donner  à  5  la  valeur 
ttR,  ce  qui  donne 

27r»eR-*-4«ï^*- 

Dans  le  calcul  de  la  partie  inférieure,  il  n^y  aura  que  le 
second  terme  à  changer  de  signe,  et  l'on  trouvera 

2r»eR— 4'fï^'- 

Leur  somme  est  4ff'6R9  comme  nous  l'avons  déjà  trouvé. 
Leur  différence  est  .SttR',  ou  le  double  de  la  surface  de  la 
spbère  dont  le  rayon  est  R. 

Il  est  remarquable  que  cette  différence  soit  indépendante 
de  la  distance  du  cercle  à  l'axe  de  rotation;  et  cela  tient  k 
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la  symétrie  de  la  courbe  par  rapport  à  une  parallèle  à  l'axe. 
Dans  le  cas  général  où  cette  condition  sera  remplie,  la  dif- 
férence des  surfaces  engendrées  par  les  deux  parties  de  la 
courbe  sera  encore  indépendante  de  la  distance  à  Taxe  de 
rotation. 

Volume  des  corps  terminés  par  des  surfaces 

quel  conclues, 

79.  Si  Ton  partage  un  corps  en  éléments  infiniment 
petits  par  des  plans  perpendiculaires  à  Tun  des  axes  des 
coordonnées  rectangulaires,  nous  avons  vu  qu'on  pourra 
substituer  à  ces  éléments  des  cylindres  ayant  pour  bases  les 
sections  faites  par  ces  plans,  et  pour  hauteurs  les  distances 
de  ces  mêmes  plans,  parce  que  la  limite  du  rapport  de  ces 
t^ylindres  aux  éléments  du  corps  est  Tunité. 

Donc,  si  Ton  peut  obtenir  en  fonction  de  x  Texpressioii 
de  Taire  de  la  section  faite  dans  le  corps  par  un  plan  quel- 
conque perpendiculaire  à  Taxe  des  or,  la  diflerentielle  du 
volume  sera  Y[x)  dx^  en  désignant  par  F(x)  Taire  de  la 
section  ;  et  le  volume  du  corps  compris  entre  deux  plans 
perpendiculaires  à  Taxe  des  x,  et  correspondant  aux  ab- 
scisses a:©,  x^  aura  pour  expression  i      F  (or)  dx.  Le  pro- 

blême  sera  donc  ramené  à  l'intégration  d'une  fonction 
connue  d'une  seule  variable.  Si  Ton  ne  peut  exprimer  im- 
médiatement Taire  de  la  section,  on  en  obtiendra  la  valeCu* 
au  moyen  d'une  première  intégration.  Représentons  par  z 
et  2'  les  ordonnées  de  la  partie  supérieure  et  de  la  partie 
inférieure  de  la  surface.  Ce  sont  des  fonctions  données  de  x 
et  y  qui  pourront  être  de  nature  différente.  L'aire  de  la 
section  correspondant  à  une  valeur  quelconque  de  x  aura 
pour  expression  y* (^  —  z^)  dy^  y  variant  seul  et  x  restant 
constant  dans  les  fonctions  z  et  z\  Les  limites  de  cette 
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intégrale  seront  les  yaleurs  correspondant  aiuc  points  ex- 
trêmes de  la  section;  ces  points  seront,  en  général,  ceux  où 
la  tangente  à  la  courbe  est  parallèle  à  Taxe  des  z-,  et,  si  Ton 
considère  Tensemble  de  toutes  les  sections,  ces  points  se 
projettent  sur  le  plan  XY  suivant  la  trace  du  cylindre  cir- 
conscrit au  corps,  et  ayant  ses  arêtes  parallèles  à  Taxe  des  z . 
Ces  valeurs  de  j^,  qui  sont  des  limites  de  cette  première  in- 
tégrale, sont  donc  des  fonctions  connues  de  x,  et,  par  con- 
séquent, f[z  —  z')  dy  sera  une  fonction  de  x,  que  nous 
supposerons  que  l'on  puisse  former,  et  que  nous  repré- 
senterons par  F(a:).  La  question  est  alors  ramenée  au  pre- 
mier cas,  et  il  suffira  de  calculer /F  (x)  dx^  entre  les  deux 
limites  données  pour  x.  Ces  deux  intégrations  successives 
s'expriment  de  la  manière  suivante  : 


Jl     dx  I     (z-^z')d)r\ 


Yft  et  y  désignent  les  deux  fonctions  de  x  qui  expriment  les 
ordonnées  de  la  trace  sur  XY  du  cylindre  circonscrit  au 
solide,  et  ayant  ses  arêtes  parallèles  à  Taxe  des  z. 

Ce  calcul  n'exige  donc  que  deux  intégrations  de  fonctions 
d'une  seule  variable. 

On  peut  remarquer  que  ce  procédé  revient  à  calculer  la 
somme  des  expressions  de  la  forme  [z  —  z')  djdx^  quand 
on  donne  à  a:  et^  toutes  les  valeurs  comprises  dans  la  pro- 
jection du  solide  sur  XY,  et  variant  par  intervalles  infini- 
ment petits  dx^  dy.  Cette  expression  est  la  mesure  du  pa- 
rallélépipède ayant  pour  base  dx  dy  et  pour  hauteur  z — z^  \ 
et  ce  volume  peut  être  substitué  à  l'élément  du  solide  qui 
est  compris  entre  les  quatre  faces  latérales  de  ce  parallélé- 
pipède, parce  que  la  limite  de  leur  rapport  est  l'unité.  La 
somme  de  ces  éléments  compris  entre  les  deux  plans  dont 
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la  distance  est  dx  peut  être  regardée  comme  exprimée  par 


dx  ï     («  —  ^^)djr^ 


et  la  somme  de  ces  dernières  expressions,  relatives  à  toutes 
les  valeurs  de  dx^  sera  la  somme  de  tous  les  éléments 
(z  —  z')  dxdj  du  solide,  prise  à  la  limite. 

80.  Déterminons  maintenant  Téquation  de  la  trace  du 
cylindre  circonscrit  au  corps  et  parallèle  à  Taxe  des  z. 

Soit  F  (or,  j^,  js)  =  o  Téquation  de  la  surface  du  corps; 
le  plan  tangent  au  point  (x\  y'^  z')  aura  pour  équation 

En  un  point  quelconque  de  la  courbe  de  contact  du  cylindre 
et  de  la  surface  donnée,  le  plan  tangent  est  parallèle  à  l'axe 

^F 

des  Zj  et,  par  conséquent,  —  =  o;  les  équations  de  cette 

courbe  seront  donc 

rfF 

Si  Ton  élimine  z  entre  ces  équations,  on  aura  sa  projection 
sur  XY,  qui  est  la  courbe  demandée.  Supposons  que  son 
équation  soit  cp  (x,  /]  =  o,  les  valeurs  de  y  qu'on  en  tirera 
seront  les  limites  de  l'intégrale  prise  par  rapport  à  jr. 

Quant  aux  limites  Xo,  or,  ce  sont  deux  valeurs  arbi- 
traires. Si  l'on  veut  avoir  le  volume  entier  du  corps,  ces 
limites  correspondront  aux  points  extrêmes  de  la  trace  du 
cylindre,  et  s'obtiendront  en  cherchant  les  points  de  cette 
courbe  où  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des^,  ou  encore 
les  points  de  la  surface  où  le  plan  tangent  est  perpendicu- 
laire à  l'axe  des  x\  ils  seront  déterminés  par  les  trois  équa* 
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tions 


F(^,r,z)  =  o,     —  =  o,     — =o. 

Si  l'on  avait  pour  objet  de  trouver  le  volume  du  corps 
qui  se  trouve  renfermé  dans  Tintéricur  du  cylindre  ayant 
ses  arêtes  parallèles  à  l'axe  des  z  et  une  base  donnée  par 
son  équation  sur  le  plan  XY,  les  limites  de  l'intégration 
par  rapport  ky  seraient  les  fonctions  de  x  que  l'on  trou- 
verait en  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  jr. 

EXEMPLE. 

Ellipsoïde.  —  L'équation  de  relllpsoïde  rapporté  à  ses 
axes  est 

La  section  par  un  plan  perpendiculaire  k  l'axe  des  x  est 
une  ellipse  ayant  pour  équation 


X  désignant  la  distance  de  ce  plan  à  l'origine,  constante 
pour  une  même  section,  et  variable  d'une  section  à  une 
autre.  On  peut  calculer  l'aire  de  la  section  au  moyen  de  la^ 
formule  que  nous  avons  donnée  pour  la  quadrature  de  l'el- 
lipse. 

Les  demi-axes  étant,  dans  ce  cas, 


/  jr'  /  X> 


Taire  de  la  section  sera 


M-S)' 
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ce  sera  la  valeur  de  Tintëgrale 


f\z-zf 


)dy. 


Reste  doue  k  intégrer 

nbc  I       (  I l^t 

ce  qui  donne 

Si  Ton  fait  x-o  =  —  a,  x  =  a,  on  aura  le  volume  entier  de 
rellipsoïde,  et  son  expression  sera  ^  nabc. 

On  voit  que  le  ^volume  de  l'ellipsoïde  est  les  deux  tiers 
du  cylindre  droit  circonscrit,  ajant  ses  arêtes  parallèles 
à  l'un  quelconque  des  ajces. 

Si  les  axes  ne  sont  pas  rectangulaires,  les  calculs  ne  dif- 
féreront que  par  des  facteurs  constants.  Soient  \  l'angle  de 
Taxe  des  z  avec  Taxe  des  j^,  et  ft  Tangle  de  Taxe  des  x  avec 
le  plan  TZ.  La  section  laite  par  un  plan  parallèle  à  YZ  aura 
pour  expression 

X(z  —  s')  Jjsin), 

et  le  volume  compris  entre  ce  plan  et  le  plan  infiniment 
voisin  sera 

r:r 

sin fx d.v  I      {z  —  ^^)df  sin ).• 

Le  volume  cherché  sera  donc  exprimé  par 

sinftsinl  I      dx  j      (z— s'je//. 
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Dans  le  cas  de  Tellipsoïde  rapporté  à  des  diamètres  con- 
jugués aa',  ai',  ac',  on  trouvera  ^Tra'i'c'sinfxsinX. 

Cette  expression  derant  être  égale  à  ~  icabc^  il  en  résulte 

a'i'c'sin/xsînJ  =  aJc,  ce  qui  montre  que  le  parallélépi- 
pède construit  sur  les  diamètres  conjugués  est  constant. 
On  voit  encore  que  le  volume  de  Tellipsoïde  est  les  deux 
tiers  de  celui  du  cylindre  circonscrit,  ayant  ses  arêtes  pa- 
rallèles à  un  diamètre  quelconque,  et  ses  bases  parallèles  au 
plan  conjugué  de  ce  diamètre.  Ce  qui  prouve  que  tous  les 
cylindres  circonscrits  de  cette  manière  à  l'ellipsoïde  sont 
équivalents, 

81 .  Si  l'équation  de  la  surface  qui  termine  le  corps  est 
donnée  en  coordonnées  polaires  /•,  fl,  vj;,  il  est  convenable 
d'exprimer  la  différentielle  du  volume  dans  le  même  sys- 
tème. Pour  cela,  on  concevra  une  sphère  décrite  du  pôle 
comme  centre  avec  l'unité  pour  rayon,  et  l'on  partagera 
sa  surface  par  des  grands  cercles  infiniment  rapprochés, 
dont  les  plans  passent  par  l'axe  AZ  et  par  des  petits  cercles 
dont  les  plans  soient  parallèles  à  XT,  et  à  des  distances  in- 
finiment petites  les  uns  des  autres.  L'expression  générale 
des  quadrilatères  qui  composeront  la  surface  de  la  sphère 
sera  sïnOdQd^.  On  concevra  ensuite  un  cône  ayant  son 
sommet  au  pôle  et  ce  quadrilatère  pour  base,  et  l'on  cher- 
chera le  volume  du  corps  qui  se  trouve  compris  dans  ce 
cône  indéfini.  La  partie  de  ce  volume  comprise  entre  deux 
sphères  ayant  pour  rayon  r  elr  -^dr  aura  pour  mesure 

Si  donc  on  intègre  cette  expression  par  rapport  à  r  entre  les 
deux  valeurs  r^  et  r,  relatives  aux  deux  surfaces  qui  ter- 
minent le  corps,  on  aura  le  volume  du  corps  compris  dans 
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le  cône  que  Ton  a  considéré.  Sa  valeur  est 

r  et  Tq  sont  des  fonctions  connues  de  0  et  \{/.  Si  maintenant 
on  intégre  par  rapport  à  6  entre  les  deux  valeurs  relatives 
aux  limites  du  corps,  et  qui  sont  des  fonctions  connues  de  v{;, 
on  aura 

9 


?/    ('••-^')»»'^^^- 


Le  résultat  de  cette  intégration  sera  une  fonction  de  ^^  que 
Ton  intégrera  entre  les  deux  valeurs  relatives  aux  plans 
entre  lesquels  le  corps  est  renfermé. 

Si  le  pôle  est  dans  Tintérieur  du  corps,  les  limites  de  B 
sont  o  et  TT^  celles  de  (p  sont  o  et  2  7r^  et  la  première  limite 
de  p  est  zéro.  Le  volume  est  alors  exprimé  par 


3  Jo    1 


2T 

/•*sinôJ9r/iî». 
o 


Quadrature  des  surfaces  courbes  quelconques. 

82.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  sens  qu'il  fallait 
attacher  à  l'aire  des  surfaces  courbes,  si  nous  divisons  une 
surface  quelconque  par  des  plans  infiniment  voisins,  per- 
pendiculaires, les  uns  à  Taxe  des  x,  les  autres  à  l'axe  des  j> , 
chacun  des  quadrilatères  qui  composeront  la  surface,  et 
dont  la  projection  sur  XY  sera  dxdj^  pourra  être  remplacé 
par  la  partie  du  plan  tangent  en  un  quelconque  des  points 
de  la  surface  de  ce  quadrilatère,  qui  aura  la  même  pro- 
jection dxdy. 

Nous  supposerons  que  ce  plan  tangent  soit  mené  au  point 
de  la  surface  qui  se  projette  en  un  des  sommets  du  qua- 
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drilatère  dx  dy^  et  nous  choisirons  celui  dont  l'x  est  le  plus 
petit,  ainsi  que  \y\  de  sorte  que,  ces  coordonnée» étant  x,  y^ 
celles  du  sommet  opposé  soient  x  -i*  dxy  y  +  dy.  Cela 
posé,  l'aire  d'une  surface  plane  étant  égale  à  sa  projection 
orthogonale,  divisée  par  le  cosinus  de  l'angle  de  son  plan 
avec  le  plan  de  projection,  on  aura,  en  désignant  par  s  Taire 
de  la  surface  courbe, 


— «  —  9  ou  p,  q  étant  les  dérivées  partielles  de  la  fonction 

de  X  et  y  qui  représente  Tordonnée  de  la  surface. 

Ainsi,  pour  obtenir  la  surface  qui  se  projettera  sur  le 
plan  XY  dans  l'intérieur  d'une  courbe,  donnée  par  l'équa- 
tion ç  (or,  j^)  =  o,  on  cherchera  d'abord  la  partie  comprise 
entre  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x,  et  distants 
l'un  de  l'autre  de  la  quantité  infiniment  petite  dx.  Pour 
cela,  on  intégrera  par  rapport  à  y^  en  considérant  x  comme 

constant,  l'expression  dxdy  ^i-hp*  -^^  q*\  les  limites  de 
celte  intégrale  seront  les  valeurs  de^  données  par  l'équation 
f(x^y)  =  o.  Désignons  ces  deux  fonctions  de  x  parj^o?  jKi- 
L'aire  comprise  entre  les  deux  plans  sera  donc  une  fonction 
de  X  exprimée  par 

Si  maintenant  on  intègre  cette  expression  par  rapport  à  x, 
entre  les  deux  valeurs  relatives  aux  limites  de  la  courbe 
?  i^'ij)  ^=  o  et  qui  satisferont  à  l'équation 

—  =  0, 

on  aura  un  résultat  qui  ne  renfermera  plus  ni  x  ni  ^,  et 
sera  la  mesure  de  l'aire  demandée. 
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Si  Ton  veut  avoir  la  surface  entière  d'un  corps  fini,  il 
suffira  de  prendre,  pour  Tëquation  f  (x,  y)  =  o,  celle  de  la 
courbe  dans  l'intérieur  de  laquelle  se  projette  le  corps,  et 
de  considérer,  successivement  ou  en  même  temps,  la  partie 
inférieure  et  la  partie  supérieure  de  la  surface.  Cette  courbe 
se  déterminera,  comme  nous  l'avons  indiqué,  dans  la  me- 
sure des  volumes. 

83.  Application  à  la  sphère,  —  L'équation  de  la  sphère 


donne 


dz X      dz y 

dx  z        dy  z 


ds  =  dxdf  U  l-{---i-'—=:  :i  =  -^        :y 


/; 


=:  arc  sin 


^nr^TZ^J  V^R>  —  a:' 

Dsins  ce  cas,  les  limites  de  y  sont 

—  V^R-  —  r'     et     -+-  v^R5— X'; 


donc 


r 


Il  reste  donc  à  intégrer  ttR  dx  entre  x  =  —  R,  x*=  -f-  R, 
ce  qui  donne  sttR*  pour  l'expression  de  la  surface  supé- 
rieure ',  on  trouverait  le  même  résultat  pour  la  surface  in- 
férieure, et  la  surface  totale  est  égale  à  4^R*. 
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CHAPITRE  XUI- 

EXEMPLES  DE  LA  DÉTERMINATION  DES  COURBES 
D'APRÈS  UNE  PROPRIËTË  DE  LEURS  TANGENTES. 


84.  Premier  exemple.  —  T^ouifer  la  courbe  dont  la 
sous-tangenté  est  constante. 

D'après  l'expression  générale  de  la  sous-tangente,  on 
aura,  en  désignant  par  a  sa  valeur  constante,  par  x  et  /  les 
coordonnées  du  point  de  contact,  et  par  dy  la  différentielle 
de  la  fonction  qui  représente  l'ordonnée  de  la  courbe, 

dx 

y  T  =  ^î 

df 

séparant  les  variables,  il  vient 

dr.        dy 

et,  d'après  la  règle  du  n^  72, 

d'où 

équation  de  la  logarithmique. 

Deuxième  exemple.  —  Trouver  la  courbe  dont  la  sous- 
normale  est  constante. 
Désignant  par  a  cette  valeur  constante,  on  aura 
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d'rà 

ydy  =  adx^    7»  =  anor  -+-  C, 

parabole  qui  a  pour  axe  la  ligne  des  abscisses,  a  a  pour 
paramètre,  et  son  sommet  en  un  point  quelconque  de  Taxe 
des  X. 

TaoïsikMB  EXEMPLE.  —  Trouver  la  courbe  dont  la  nor^ 
mole  a  une  longueur  constante  a* 
On  aura  dans  ce  cas  Téquation 


v 


d'où 


Les  variables  étant  séparées,  on  aura,  par  la  règle  connue. 


cercle  dont  le  rayon  est  a,  et  qui  a  son  centre  en  un  point 
quelconque  de  l'axe  des  or. 

Quatrième  exemple.  —  Trouver  la  courbe  dont  la  tan- 
gente a  une  longueur  constante  a. 
L'équation  sera  dans  ce  cas 


/        <ir» 


d'où 

dy^  y  y 

Le  second  membre  est  une  des  diflerentielles  binômes  dont 
nous  avons  calculé  l'intégrale,  et  en  prenant  le  signe  infé- 
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rieur  nous  en  déduirons  Téquation  suivante  : 


x-hC  =  — Va*— ^»-hal— î— ^ ^5 

cette  coiu'be  est  celle  qu'on  nomme  la  tractnce. 

Cinquième  exemple.  —  Tt^ous^er  la  courbe  telle,  que  le 
carré  de  l'arc  soit  propoî^tionnel  à  l'ordonnée. 

Il  est  évident  que  Tare  et  l'ordonnée  doivent  être  nuls 
ensemble,  et  que,  par  conséquent,  Taxe  des  x  doit  passer 
par  le  point  de  la  courbe  qui  est  l'origine  des  arcs. 

En  désignant  par  s  la  longueur  de  l'arc,  la  condition 
donnée  conduit  à  l'équation 

1   ± 

fi^=zay     ou     s  =z  a^  y^ -^ 

pour  éliminer  j,  difierentions  les  deux  membres ,  il  vient 


r     ^    -1 


d'où 


ds=:i-a^y  ^  dyz=  sjdx*'^-  dy^\ 


j-rdy^=dx^^dy\ 


el,  par  suite, 


^=''^\/ry-'- 


Cette  relation  est  identique  à  celle  que  donnerait  une  cy- 

cloïde  dont  le  cercle  générateur  aurait  pour  diamètre  j»  et 

dont  la  tangente  au  sommet  serait  l'axe  des  x. 

On  retrouverait,  au  reste,  l'équation  finie  de  la  cycloïde 
en  intégrant  les  deux  membres  de  l'équation  précédente. 

Sixième  exemple.  —  Trouver  l'équation  d'une  courbe 
dont  toutes  les  normales  soient  tangentes  à  une  courbe 
donnée. 

Cale,  inf,  i>.—  U.  Q 
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La  courbe  à  laquelle  les  normales  d'une  courbe  quel- 
conque sont  tangentes  étant  la  développée  de  celte  der- 
nière, on  voit  que  le  problème  consiste  à  trouver  la  déve- 
loppante de  la  courbe  donnée. 

Soient  x\y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  cberchée,  dx'^  éf^' leurs  difTérentielles,  a,  6  les  coor- 
données du  point  correspondant  de  la  courbe  donnée  dont 
Téquation  est 

(!)  F(a,6)  =  o. 

La  normale  aura  pour  équation 

(x_*')+(;^-/)g=o; 
puisqu'eUe  passe  au  point  (a,  6),  on  aura 

et,  comme  elle  est  tangente  à  la  courbe  (1)9  il  s'ensuit 

r 

ce  qui  change  l'équation  précédente  en  celle-ci 

(3)  «-^'-(6-/)— =0. 

Entre  les  équations  (i),  (2^,  (3),  si  l'on  élimine  ot,  6  après 

da. 

avoir  remplacé  —  par  sa  valeur  en  a,  6  que  donnera  la  dif- 

férentiation  de  l'équation  (i),  on  aura  une  équation  entre 

x',  r'  et  ~7  appartenant  à  la  développante.  Ce  calcul  est  le 

même  que  celui  auquel  nous  avions  été  conduits  dans  la 
théorie  des  développées.  Nous  allons  l'effectuer  dans  le  cas 
particulier  du  cercle. 

Développante  du  cercle,  —  L'équation  (i)  devient,  dans 
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ce  cas, 

d'où 

arfa -+- 6d6  =  o,      jï  = î 

ao  a 

l'équation  (3)  devient,  en  supprimant  les  accents, 

a  a:  4-  6 j^  =  a', 

et  l'équation  (2)  sera 

l'élimination  de  a  et  6  conduit  à  l'équation  suivante  : 

(4)  (xéLc  -+- jé(r)«=  a^{dx'  +  dy% 

Soient  {fig>  4)  ^  1^  point  du  cercle  à  partir  duquel  on 
fait  le  développement,  M  un  point  quelconque  de  la  dévelop- 
pante et  T  le  point  correspondant  du  cercle,  on  aura 

TM=r:arcBT; 

si  l'on  désigne  l'arc  BM  par  5  et  AM  par  r,  on  aura 

/•'=:ar'-t-7%     rdrz=:xdx-^ydyj     dx^ -\- dj^  =  ds* \ 

Téquation  (4)  devient  alors 

rdrz=.  ads. 

Les  variables  r  et  5  étant  séparées,  si  Ton  intègre  les  deux 
membres,  après  les  avoir  doublés,  on  obtient 

La  constante  C  se  déterminera  par  la  condition  que,  pour 
5  =  o,  on  ait  r  =  a^  ce  qui  donne  C  =  a%  et,  par  suite. 

Cette  propriété  remarquable  en  fait  connaître  une  autre, 

8. 
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en  observant  que  r*  =  a"-hTM  =a"-4-BT  ^  en  effet, 
on  déduit  de  là,  entre  les  arcs  BPet  BM  ou  s^  la  relation 
très-simple 

BT  =aa#. 

L'équation  (4)  peut  être  transformée  en  coordonnées  po- 
laires. En  désignant  l'angle  MAX  par  0,  on  aura 

d'où 

dr 


^9=  —  i/r'—  a^: 
ar  ' 

en  intégrant  les  deux  membres,  on  obtient 

9  =:  -  V'''—  «*  -+■  arc  sm  -  -f-  C, 

et,  comme  on  doit  avoir  en  même  temps 

0  =  0,     rz=zay 


il  en  résultera 


€  = ; 


et  l'équation  de  la  développante  deviendra 

(5)  0  =  -^^' — «' — arccos-- 

^    '  a  '  r 

C'est  ce  qu'on  déduirait  immédiatement  de  la  figure,  en 
observant  qu'on  a  a  =  TAX  —  TAM,  ce  qui  n'est  autre 
cbose  que  l'équation  (5). 

L'équation  précédente  ax  +  Sj^  =  a*  nous  redonnerait, 
comme  nous  l'avons  vu  dans  la  tbéorie  des  développées, 
l'équation  de  la  développante  en  coordonnées  rectangles. 
Mais  on  peut  la  déduire  de  l'équation  (5)  que  l'on  mettra 
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d*abord  sous  la  forme 


arc  ces  -  =  -  \/r^  —  a}  —  0, 
r       a  ^ 


d'où  l'on  tirera,  en  prenant  les  cosinus  des  deux  membres, 


.    I 


—  =:  cosO  CCS  -  ^r»  —  a»  -4-  sin  0  sin  -  \/r^  —  «»; 


remplaçant  cos9par->  sinô  par—  et  r"  par  x^  -H^*?  on 

obtient  enfin  Téquation  déjà  trouvée  de  la  développante  da 
ercle 


c 


1    ,     t    

-  ^a^  -f-  j^^  —  a»  -h^  sm  -  y x*  -\-jr^  —  «'  z=  a , 


or  CCS 


que  l'on  obtiendrait  directement  en  projetant  l'abscisse  et 
l'ordonnée  du  point  M  sur  le  rayon  AT. 


««••4 


IHTÉGRATIOlf    DES    ÉQUATIOHS   DIFFÉRENTIELLES.        I  I9 


LIVRE    IV. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


»•••< 


Dans  les  questions  que  nous  avons  traitées  jusqu'ici,  nous 
avons  eu  occasion  de  reconnaître  qu'il  était  souvent  plus 
facile  de  trouver  la  dérivée  d'une  fonction  que  cette  fonc- 
tion elle-même ,  et  que  cela  tenait  non-seulement  à  ce  que 
l'expression  de  la  dérivée  se  trouvait  être  plus  simple  en 
elle-mème^que  celle  de  la  fonction ,  mais  encore  parce  que 
sa  recherche  était  facilitée  par  le  droit  qu'on  a  de  négliger 
certaines  quantités  qui  n'influent  pas  sur  les  résultats  du 
calcul,  et  en  embarrasseraient  considérablement  la  marche. 

Toutes  les  fois  qu'on  ne  peut  calculer  directement  une 
fonction,  et  que  l'on  peut  parvenir  à  l'expression  de  sa  dé- 
rivée au  moyen  de  la  variable  indépendante,  la  question  est 
ramenée  au  problème  de  calcul  que  nous  avons  traité  précé- 
demment, et  qui  consiste  à  remonter  de  la  dérivée  à  la  fonc- 
tion. Mais  il  n'arrive  que  trop  souvent  que  la  dérivée  elle- 
même  ne  peut  s'exprimer  im:nédiatement  au  moyen  de  la 
variable  indépendante,  et  que  les  données  du  problème  con- 
duisent seulement  à  une  équation  où  la  fonction  se  trouve 
mêlée  à  une  ou  plusieurs  de  ses  dérivées,  en  même  temps 
qu'à  la  variable  indépendante.  On  a  alors  ce  que  l'on  ap- 
pelle une  équation  différentielle ,  et  la  diflSculté  se  trouve 
considérablement  augmentée.  Elle  l'est  plus  encore  lorsque 
l'on  a  plusieurs  fonctions  inconnues  d'une  même  variable, 
mêlées  à  cette  variable  et  à  leurs  dérivées  respectives  dans 
un  nombre  égal  d'équations.  Elle  l'est  bien  plus  enfin  lors- 
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qu'il  s'agît  de  fonctions  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes, et  qu'on  a  des  équations  entre  ces  fonctions ,  leurs 
dérivées  partielles  et  les  variables.  Et  il  est  facile  de  pré- 
voir que  ces  questions,  inverses  de  celles  de  la  différentia- 
tion,  doivent  se  présenter  à  chaque  instant. 

Dans  la  Géométrie,  par  exemple,  les  considérations  de  tan- 
gentes, de  courbure,  de  développées,  etc.,  dépendent  des 
dérivées  des  coordonnées  au  moyen  de  formules  connues. 
D*où  il  suit  que  toutes  les  fois  qu'on  voudra  déterminer  une 
courbe  par  des  conditions  dépendant  de  sa  tangente,  de  son 
rayon  de  courbure,  etc.,  si  Ton  admet,  en  outre,  qu'on  par- 
vienne à  exprimer  ces  conditions,  on  n'obtiendra  pas  autre 
chose  que  des  équations  différentielles  ]  et  alors  se  présente 
ce  problème  d'Analyse  :  «  Etant  donnée  une  équation  entre 
»  une  fonction,  la  variable  dont  elle  dépend  ef  plusieurs 
»  de  ses  dérivées  par  rapport  à  cette  variable,  déterminer 
»  cette  fonction .  » 

Souvent  aussi  les  dérivées  ne  se  présentent  pas*  d'elles- 
mêmes  dans  l'expression  des  conditions  données,  et  on 
cherche  à  les  introduire  dans  l'espoir  de  trouver  à  cela  moins 
de  diflSculté  qu'à  introduire  la  fonction  elle-même.  Si  l'on 
y  parvient,  la  question  est  ramenée  au  même  problème  de 
calcul  sur  une  et  quelquefois  plusieurs  équations  différen- 
tielles. Les  questions  de  Mécanique  conduisent  presque  tou- 
jours à  ce  même  problème,  parce  que  la  vitesse  et  la  force 
motrice  dans  le  mouvement  d'un  point  matériel  s'expriment 
d'une  manière  générale,  au  moyen  des  dérivées  de  ses  coor- 
données par  rapport  au  temps.  Il  résulte  de  là  que  si  le  mou- 
vement d'un  point  est  connu,  c'est-à-dire  si  ces  coordonnées 
sont  données  en  fonction  du  temps,  on  peut,  par  de  simples 
diflerentiations,  déterminer  la  force  qui  produit  ce  mouve- 
ment^ mais  si,  comme  cela  arrive  le  plus  ordinairement,  on 
suppose  la  force  donnée,  et  qu'on  cherche  à  en  déduire  le 
mouvement,  ou  se  trouve  ramené  à  ce  même  problème  gé- 
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néral,  inverse  de  celui  du  Calcul  différentiel,  et  qui  a  pour 
objet  de  déterminer  des  fonctions  d'après  des  équations  où 
elles  sont  engagées  d'une  manière  donnée  avec  leurs  déri- 
vées et  les  variables  indépendantes. 

Des  questions  physiques  où  il  n'entre  aucune  considéra- 
tion de  forces  peuvent  encore  ramener  à  ce  même  problème 
d'Analyse.  Ainsi,  lorsque  l'on  connaît  à  un  certain  instant 
les  températures  de  tous  les  points  d'un  corps,  on  peut  ex- 
primer, au  moyen  des  dérivées  partielles  de  la  température, 
par  rapport  aux  coordonnées,  le  flux  de  chaleur  qui  traverse 
un  élément  plan  infiniment  petit,  dans  une  direction  quel- 
conque et  en  un  point  quelconque.  Or  on  a  pu  déduire  de 
l'expression  générale  de  ce  flux  l'élévation  de  température 
que  subit  un  élément  infiniment  petit  du  corps  dans  un 
temps  infiniment  petit,  en  négligeant  toutefois  des  quan- 
tités infiniment  petites  par  rapport  à  cette  élévation.  On 
connaît,  par  suite,  la  dérivée  partielle  de  Ig  température 
par  rapport  au  temps,  et  Von  a  ainsi  une  équation  entre  cette 
dérivée  et  les  dérivées  de  la  même  fonction  par  rapport  aux 
coordonnées.  Le  problème  de  la  détermination  de  la  tempé- 
rature des  divers  points  du  corps  à  une  époque  quelconque 
s'est  donc  trouvé  ramené  à  l'intégration  d'une  équation** 
entre  une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes  et 
plusieurs  de  ses  dérivées  partielles.  On  conçoit  donc  de  quel 
intérêt  il  serait,  pour  le  progrès  des  sciences  mathématiques 
pures  ou  appliquées,  de  résoudre  le  problème  général  de 
l'intégration  des  équations  différentielles.  On  ne  le  peut 
malheureusement  encore  que  dans  des  cas  bien  restreints  ^ 
et  c'est  cette  étude  qui  va  nous  occuper  maintenant,  en  li- 
mitant toutefois  les  théories  à  ce  qu'elles  ont  de  plus  élé- 
mentaire et  de  plus  essentiel. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DES  INTÉGRiULES  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

D'ORDRE  QUELCONQUE. 


80.  Intégrer  une  équation  dilTérentielle  entre  deux  va- 
riables X  et^,  c'est  trouver  toutes  les  valeurs  àej  en  fonc- 
tion de  X  qui  y  satisfont)  ou,  en  d'autres  termes,  c'est  trou- 
ver une  équation  entre  x  et  ^  qui  soit  une  conséquence  de 
la  proposée,  et,  réciproquement,  dont  celle-ci  soit  une  con- 
séquence. 

Sous  le  point  de  vue  géométrique,  c'est  trouver  toutes 
les  courbes  dont  les  coordonnées  et  leurs  rapports  différen- 
tiels des  divers  ordres  satisfont  à  cette  équation. 

Considérons  l'équation  générale  de  l'ordre  m,*c'est-à-dire 
celle  où  m  est  l'indice  de  la  dérivée  de  l'ordre  le  plus  élevé 
qui  y  entre,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  puissances  dont 
ces  dérivées  soient  affectées.  Soit  cette  équation 

Elle  détermine  -r-^  en  fonction  de  ar,  r ,  ~  >  •  •  •  »  -; — '—  ;  et  si 

on  la  différentie  successivement,  les  rapports  différentiels 

2— ip»  ^— :jv  seront  déterminés  en  fonction  des  mêmes 

quantités. 

Toute  fonction  de  x  peut,  en  général,  être  développée  en 
série,  au  moyen  des  théorèmes  de  Taylor  ou  de  Maclaurin. 
Le  premier  est  moins  sujet  aux  exceptions,  parce  qu'on 
peut  choisir  la  valeur  de  x  qui  entre  dans  les  coefficients, 
de  telle  sorte  qu'aucun  d'eux  ne  devienne  infini.  Dans  ce 
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cas,  la  série  sera  nécessairement  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  certaines  limites  détermi- 
nées, et  quelquefois  même  pour  toute  valeur  de  x. 

Soit  donc  j  la  valeur  la  plus  générale  qui  satisfasse  à 
l'équation  (i).  Si  on  la  suppose  développable  d'après  la  for- 
mule de  Maclaurin, 


=^'^(l).-^(ê^).7^ 


-4-. 


et  si  Ton  remplace  tous  les  coefficients  à  partir  de  celui  de 
x^  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  précédents,  détermi- 
nées comme  nous  l'avons  dit,  la  fonction  cherchée  sera  né- 
cessairement comprise  dans  celles  que  représente  ce  déve- 
loppement, puisque  l'on  n'aura  exprimé  que  des  conditions 
auxquelles  elle  doit  satisfaire.  Et,  réciproquement,  la  fonc- 
tion ainsi  déterminée  satisfait  nécessairement  à  l'équation 
différentielle',  car,  si  l'on  différentie  m  fois  les  deux  mem- 
bres de  l'équation  (2),  on  obtient  précisément  le  dévelop- 

pement  de  l'équation  (i)  résolue  par  rapport  à  -7^* 

L'équation  (2)  donnerait  donc  la  solution  complète  de  la 
question,  si  toutes  les  valeurs  de  y  étaient  développables  de 
cette  manière  ^  mais,  dans  tous  les  cas,  il  ne  peut  manquer 
que  celles  pour  lesquelles  certains  coefficients  différentiels 
cesseraient  d'être  finis  et  déterminés ,  pour  la  valeur  parti- 
culière x  =  o. 

86.  Si  l'on  avait  développé,  d'après  le  théorème  de  Tay- 
lor,  suivant  les  puissances  àe  x  —  x^^  on  aurait  eu  comme 
conséquence  de  l'équation  (i) 

\r£r*-"*/o  1 .2. .  .(m  —  i) 
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les  coefficients  étant  toujours  déterminés  à  partir  de  Tordre 
m,  au  moyen  de  l'équation  (i),  et  se  rapportant  k  x  =  x^'^ 
et,  réciproquement,  l'équation  (i)  se  déduirait  de  celle-ci 
par  m  différentiations  successives. 

La  valeur  arbitraire  x^  pourrait  bien  être  choisie  de  ma- 
nière qu'aucun  coejfficient  de  la  série  ne  devînt  infini, 
si  ces  coefficients  ne  dépendaient  que  de  Xo  ^  mais  comme 
ils  renferment  encore  la  valeur  correspondante  de  jr  et  de 
ses  dérivées,  il  pourra  arriver  qu'une  certaine  fonction 
^  =  f  (x),  tout  en  satisfaisant  à  l'équation  différentielle, 
rende  infinis  ou  indéterminés  certains  coefficients  du  déve- 
loppement, quel  que  soit  Xo  :  nous  en  donnerons  )>Ientôt 
im  exemple. 

On  voit  par  là  que  les  formules  (2)  et  (3)  peuvent  ne  pas 
renfermer  toutes  les  fonctions  qui  satisfont  à  l'équation  (1). 
Il  est  inutile  de  dire  que  ces  deux  formules  coïncident 
lorsque  toutes  les  solutions  sont  développables  au  moyen 
de  l'une  et  de  l'autre,  puisqu'elles  représentent  alors  identi- 
quement les  mêmes  fonctions.  Dans  les  limites  où  elles 
sont  suffisanunent  convergentes,  elles  peuvent  servir  à  don- 
ner, par  approximation,  la  valeur  de  la  fonction  chercliée. 
On  donne  le  nom  à! intégrale  générale  de  l'équation  (i)  à 
l'équation  (3),  dont  l'équation  (a)  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier correspondant  à  JCo  =  o. 

L'équation  (3)  satisfaisant  à  l'équation  proposée,  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  m  premiers  coefficients,  jr«, 

1  —  J  f'*t  (  — — -^  I  f  puisqu'ils  disparaissent  au  moyen  des 

m  différentiations  qui  conduisent  de  l'équation  (3)  à  la  pro> 
posée,  nous  en  conclurons  que  l'intégrale  générale  d'une 
équation  différentielle  de  l'ordre  m  renferme  nécessaire- 
ment  m  constantes  arbitraires  qui  sont  les  valeurs  de  la 
fonction  et  de  ses  m  —  i  premières  dérivées,  correspon- 
dant à  une  valeur  de  x  prise  à  volonté. 
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87.  Il  est  facile  de  démontrer  réciproquement  que  toute 
équation  entre  x  et  jr  qui  satisfera  à  l'équation  différen- 
tielle, et  renfermera  m  constantes  arbitraires,  est  identique 
avec  l'intégrale  générale  représentée  par  le  développe- 
ment (3).  En  effet,  si  Ton  conçoit  qu'on  développe,  suivant 
les  puissances  de  x^  la  valeur  de^  don:née  par  cette  équation, 
les  m  premiers  coefficients  renfermeront  Xo  et  les  m  con- 
stantes arbitraires,  et  pourront  prendre  toutes  les  valeurs 
possibles,  en  choisissant  convenablement  ces  constantes, 
quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  qu'on  prenne  pour  Xo\ 
ils  peuvent  donc  être  regardés  comme  entièrement  arbi- 
traires, et  comme  les  suivants  en  dépendent,  d'après  l'équa- 
tion (i),  le  développement  ne  différera  pas  de  celui  que 
donne  l'équation  (3).  D'où  résulte  cette  importante  propo- 
sition, que  toute  équation  entre  xetj  qui  satisfait  à  une 
équation  différentielle  de  V ordre  m  en  est  l'intégrale  gé^ 
nérale  lorsqu'elle  renferme  m  constantes  arbitraires,  au 
moyen  desquelles  il  soit  possible  de  donner  des  valeurs  ar- 
bitraires à  la  fonction  et  à  ses  m  —  i  premières  dérivées, 
pour  une  certaine  valeur  de  x, 

88.  La  dernière  condition  exprimée  dans  cette  proposi- 
tion est  indispensable,  parce  qu'une  équation  peut  renfer- 
mer m  constantes  susceptibles  d'être  réduites  à  un  moindre 
nombre  par  des  transformations.  Ainsi,  lorsqu'on  voudra 
s'assurer  si  cette  équation  constitue  l'intégrale  générale, 
il  faudra  la  différentier  m  —  i  fois,  et  chercher  si  l'on  peut 
donner  aux  m  constantes  des  valeurs  telleis,  que,  pour  une 
valeur  donnée  de  or,  on  en  puisse  tirer  des  valeurs  arbi- 
traires de j^  et  de  ses  m  —  i  premières  dérivées.  Et  pour  cela 
il  suffira  de  reconnaître  si  les  m  équations  peuvent  être  ré- 
solues par  rapport  aux  m  constantes,  sans  qu'il  en  résulte 
aucune  absurdité  :  car  alors ,  pour  une  valeur  quelconque 
de  X,  on  pourra  choisir  arbitrairement  ^  et  ses  m —  i  pre- 
mières dérivées. 
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Si,  par  exemple,  on  avait  trouvé  qu'une  équation  du  se- 
cond ordre  fût  satisfaite  par  la  valeur 

j  =  Cc-'-4-CV', 

C,  C  étant  des  constantes  arbitraires,  on  en  tirerait 

-f^=zaCc-'-+-a'CV'; 

AT 

or,  quelque  valeur  finie  que  Ton  donne  à  x^  ces  deux  équa- 
tions donnent  des  valeurs  finies  pour  C  et  C,  si  l'on  n'a  pas 
a  =  a'.  D'où  il  suit  que,  si  a'  est  différent  de  a,  la  valeur 
trouvée  de  jr  est  l'intégrale  générale. 

Si  l'on  avait  obtenu  une  solution  de  cette  forme 

X^=C  sinax  -h  C'  cosax, 
on  en  déduirait 

---  r:=  aCcosao:  —  aCsinaxi 
dx 

d'où  l'on  tirerait  toujours  des  valeurs  finies  pour  C  et  C, 
pourvu  que  a  ne  fût  pas  nul  ;  la  valeur  de  y  serait  donc 
encore  l'intégrale  générale. 

11  en  sera  de  même  pour  une  expression  de  la  forme 

j^=:C8in(ar-+-«)  -hC'sin(j:-f  a')\ 

si  on  la  différentie,  et  qu'on  prenne,  pour  plus  de  simpli- 
cité, Xq  =  o,  on  trouve 

^-0  =  C  sina  -4-  C  sine', 

(-T-l  =Ccosfl -i-C'cosfl', 
\dx). 

et  l'on  tirera  de  là  des  valeurs  finies  pour  C  et  C,  si  Vot 
n'a  pas 

sina  ces  a'  —  sina'  cosa  1=  o, 
ou 

a'  =  rt  db/2ir, 
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n  étant  un  nombre  entier.  La  valeur  de  y  sera  donc  l'inté- 
grale  générale,  excepté  dans  ce  cas  particulier. 

Mais,  si  Ton  trouvait  pour  solution  d'une  équation  du 
troisième  ordre 

j  =  C  sin(jr  4-  a)  H-  C'sin(x  -4-  a!)  -4-  CT fkvL^x  -4-  a")^ 

en  difierentiant  deux  fois,  puis  faisant  a:  =  o,  on  aurait 

^.  =  C  sina  -h  C  sina'  -H  C" sina", 
\-T-\  =Ccosa-f-C'cosa'-4-C"co5a", 

— /^\  =Csina-hCsinû'4-C''sina''. 

Or,  la  première  et  la  troisième  de  ces  dernières  équations 

étant  incompatibles,  si  on  laisse  y^  et  I  -j-ç  1  indépendants 

l'un  de  Tautre,  on  voit  qu'il  est  impossible  de  déterminer 
les  trois  constantes,  de  manière  que  y  et  ses  deux  premières 
dérivées  aient  des  valeurs  quelconques  pour  ar  =  o  •,  donc  la 
valeur  de  j*  n'est  pas  l'intégrale  générale.  Et  il  est  facile  de 
voir  dans  cet  exemple  que  les  constantes  pouvaient  être  ré- 
duites à  deux  \  car,  en  développant  les  sinus,  on  trouve 

^  =  (C  cosa  -h  C cosa'-H  Ccosa")  sinx 

-t-  (C  sina  -f-  C  sin  a'  -{-  C"  sina")  cosor, 

et  la  valeur  de  y  ne  renferme  réellement  que  deux  con- 
stantes arbitraires,  qui  sont  les  coefficients  de  sin  a:  et 
cosx. 

89.  Lorsque,  dans  l'intégrale  générale  d'une  équation, 
on  donne  des  valeurs  particulières  à  une  ou  plusieurs  des 
constantes  arbitraires  qu'elle  renferme,  cette  solution  se 
ftomme  une  intégrale  particulière. 
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Lorsqu'on  satisfait  a  une  équation  diâërentielle  au 
moyen  d'une  équation  qui  n'est  pas  renfermée  dans  l'inté- 
grale générale,  on  a  ce  que  l'on  appelle  une  solution  sin^ 
gulière,  ou  une  intégrale  singulière. 

Il  faut  alors,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  que 
des  coeflScients  du  développement  (3)  deviennent  infinis, 
ou  indéterminés,  quel  que  soit  x^,  et  par  conséquent  lors- 
qu'on le  remplace  par  la  variable  x.  Et  comme  ces  coeffi- 
cients ne  renfermant  que  des  dérivées  d'ordre  inférieur  à  m, 
il  en  résulte  que  la  valeur  j^  ==.-  f  (x),  qui  constitue  une  so- 
lution singulière  d'une  équation,  différentielle  de  l'ordre  m, 
doit  satisfaire  en  même  temps  à  cette  équation  et  à  une 
autre  équation  différentielle,  d'un  ordre  inférieur,  dans  la- 
quelle il  n'entre  aucune  constante  arbitraire. 

Si,  par  exemple,  l'équation  proposée  est  du  premier  ordre, 
les  solutions  singulières  ne  pourront  être  données  que  par 
des  équations  entre  x  elj  sans  constante  arbitraire;  et,  par 
conséquent,  une  solution  renfermant  une  constante  arbi- 
traire ne  pourra  être  que  l'intégrale  générale. 

Mais  si  l'équation  proposée  était  d'un  ordre  supérieur 
au  premier,  la  solution  singulière  serait,  en  général,  une 
équation  diflerentielle ,  d'un  ordre  inférieur  d'une  unité, 
qui  donnerait  une  intégrale  renfermant  des  constantes  arbi- 
traires. On  voit  donc  que  les  solutions  singulières  des  équa- 
tions différentielles  de  l'ordre  m  peuvent  être  données  par 
des  équations  entre  x^  y  elni  —  i  constantes,  au  plus.  On 
ne  p(*ut  donc  toujours  conclure  de  la  présence  de  constantes 
arbitraires  qu'une  solution  est  une  intégrale  particulière 

et  non  une  solution  singulière. 

• 

90.  Nous  allons  maintenant  donner  un  exemple  du  cas 
annoncé  dans  le  n°  86.  Considérons  Téquatiou  diâerentielle 

dr  ^ 
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On  en  tire,  par  des  diffërentiations  successives, 


3   \clr  )  I 


•  •  • 


d'y        I 

et  l'on  trouvera,  en  employant  la  formule  (2), 

m 

On  reconnait  facilement  qu'en  posant 

3  ^'   =  '^^ 

cette  équation  se  réduit  à 

± 

et  cette  valeur  se  trouverait  directement,  en  posant,  dans 
I  équation  proposée,  y  —  a:  =  z,  ce  qui  la  réduirait  à 


d'  • 


ou 

-1 
z  •  dz=  —  fltr; 


intégrant  les  deux  membres,  et  ajoutant  une  constante  ar« 
bitraire  c  à  l'un  d'eux,  on  aura 


3   I 


d'où 


ou 


1  » 

=  (!)*(«-*)'     on    r  =  *H-(|y{c-«f. 


Z 
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Cette  équation  donne  identiquement  les  mêmes  solutions 

que  I a  proposée,  pourvu  qu'il  ait  été  permis  de  diviser  par  z  * , 
ce  qui  exige  que  z  on  y  —  a:  ne  soit  pas  zéro.  Si  donc 
y  —  a:  =  b  ne  peut  satisfaire  à  la  proposée,  Téquation  (a) 
en  donnera  toutes  les  solutions  *,  mais,  si  y  —  x  =  o  y  satis- 
faisait, il  y  aurait  des  solutions  qui  pourraient  ne  pas  être 
renfermées  dans  Téquation  [a]  \  et,  en  effet,  j^ — x  =  o  ne 
satisfait  pas  à  cette  dernière,  quelque  valeur  que  Ton  donne 
à  la  constante  arbitraire,  et  satisfait  cependant  à  la  pro- 
posée. Elle  est  donc  ce  que  nous  avons  nommé  solution  sin- 
gulière. 

Cette  solution  n'étant  pas  renfermée  dans  l'intégrale  gé- 
nérale, voyons  ce  que  deviennent  les  coefficients  dû  déve- 
loppement le  plus  général  dej^  donné  par  la  formule  (3). 

Or  il  est  évident  que,  si  Ton  fait  j^  =  a:,  tous  les  coeffi- 

dents  diflerentiels ,  à  partir  de  -j-^j  deviennent  infinis;  et 

I 

si  Ton  n'avait  pas  supprimé  le  facteur  commun  {y — x]^ 
aux  deux  termes  de  la  valeur  de  -j^  ?  elle  se  serait  présentée 

sous  la  forme-- 

o 

Cet  exemple  montre  qu'il  peut  arriver,  comme  nous  l'a- 
vions annoncé  précédemment,  qu'une  valeur  de  ^  en  x 
satisfaisant  à  une  équation  différentielle,  et  développable 
suivant  les  puissances  de  x,  ne  donne  cependant  pas  un 
développement  possible  en  partant  de  l'équation  différen- 
tielle proposée,  et  que,  par  conséquent,  on  ne  peut  ré- 
pondre que  l'intégrale,  dite  générale,  renferme  toutes  les 
solutions  de  l'équation  proposée;  ou,  en  d'autres  termes, 
qu'il  n'existe  pas  de  solutions  singulières. 

91 .  S'il  arrive  que  l'une  des  équations  obtenues  par  la 
différentiation  de  la  proposée  soit  décomposable  en  deux 
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facteurs  dont  Tiiii  soit  d'un  ordre  inférieur  à  l'autre,  et 
qu'on  égale  à  zéro  celui  de  Tordre  le  moins  élevé,  on  obtient 
une  équation  de  plus  entre  les  dérivées  déjà  considérées^  il 
y  aura,  par  conséquent,  une  arbitraire  de  moins  dans  ce 
développement  de  j^,  qui,  en  général ,  ne  sera  pas  compris 
dans  l'autre  développement  qui  renferme  m  constantes  ar- 
bitraires. 

Considérons  comme  exemple  Téquation 


{à) 


On  trouve,  en  la  differentiant, 


1    4r         \  d\r 

\     dx  }  dai^ 


En  considérant  le  facteur  du  second  ordre,  on  aura,  par 
des  diiTérentiations  successives. 


d^r 

=  o,. . . 


Ux^ 


Téquation  (&)  donnera  en  conséquence,  par  le  développe- 
ment de  Maclaurin, 

En  considérant  maintenant  le  facteur  du  premier  ordre,  ou 
frouve 

dy  X       d^Y  I        d^r 


—  » 


V    wr;r  =  °'--- 


dx  2        dx'  2       dx' 

Mais  il  faut  observer  que  j-^  n'est  plus  arbitraire,  parce 

dx 


dy 
qu'on  a  deux  équations  entre  a:,  j^,  -^»  et  qu'on  eu  tire^ 


pour  j:  =  o. 


(^),=°'  '^•=°- 
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On  a  donc,  pour^,  la  valeur  sni vante  sans  constante  arbi- 


traire: 


2a' 


laquelle  n'est  pas  comprise  dans  Tintégrale  qui  renferme 
une  constante  arbitraire,  et,  par  conséquent,  est  une  solu- 
tion singulière. 

Autre  moyen  de  déterminer  les  intégrales  des  équations 

différentielles. 

92.  Au  lieu  de  faire  servir  l'équation  différentielle  à  la 
détermination  des  coefficients  du  développement  de  l'inté- 
grale, on  peut  l'employer  A  calculer,  avec  autant  d'approxi- 
mation que  Ton  voudra,  les  accroissements  successifs  de  la 
valeur  de  j^,  et,  par*suite,  cette  valeur  elle-même.  On  n'aura 
pas  ainsi  l'expression  de  y  au  moyen  de  x,  mais  autant  de 
valeurs  approchées  que  l'on  voudra;  en  d'autres  termes, 
on  connaîtra  approximativement  autant  de  points  qu'on 
voudra  de  la  courbe  représentée  par  l'équation  que  l'on 
cherche. 

Considérons  d'abord  l'équation  du  premier  ordre,  que 
Ton  peut  toujours  supposer  mise  sous  la  forme 

Si  Ton  se  donne  à  volonté  la  valeur  j^  correspondant 
à  un  X  arbitraire  x^^  l'équation  donnera  l'accroissement 
que  prend  y  quand  x  devient  x^-^  a\  sa  valeur  sera 
rf|^  =  F  (a:o,  j^o)  a,  en  négligeant  toutefois  les  quantités  du 
second  ordre  en  a.  Désignant  par  x\  y*  ces  deux  nouveUes 
valeurs  de  x  et  y^  l'accroissement  de  y'  relatif  à  un  ac- 
croissement a  de  x'  aura  pour  valeur 
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en  négligeant  encore  les  quantitës  du  second  ordre,  ainsi 
que  l'erreur  encore  plus  petite  provenant  de  la  valeur  de^ 
dans  laquelle  on  a  néglige  une  quantité  du  second  ordre. 
En  continuant  ainsi,  et  négligeant  toujours  les  quantités 
du  second  ordre  en  0e,  on  aura  autant  de  valeurs  que  l'on 
voudra  dej^,  ou  autant  de  points  qu'on  voudra  de  la  courbe 
qtû  satisfait  à  l'équation  différentielle,  et  passe  par  le  point 
arbitraire  dont  les  coordonnées  sont  Xo,  yo*  On  voit  par  là 
qu'une  équation  du  premier  ordre  a  une  infinité  d'intd- 
grales  qui  ne  difi%rent  les  unes  des  autres  que  par  la  valeur 
d'une  constante,  qui  est  Vjr  correspondant  à  une  valeur 
de  or  choisie  arbitrairement.  L'expression  générale  de  y^ 
résultant  des  calculs  précédents,  est 

le  nombre  des  termes  à  prendre  dépendant  de  la  valeur  de  x 
que  l'on  considère  \  et  l'on  aurait  sans  erreur  la  valeur  de  y 
en  fonction  de  x,  si  l'on  pouvait  trouver  la  limite  vers  la- 
quelle tend  la  somme  de  /z  + 1  termes  de  cette  suite,  en 
supposant  nGiL  =  x  —  Xo,  et  «  décroissant  indéfiniment. 

93.  Tl  est  à  remarquer  que  cette  manière  de  déterminer 
les  diverses  intégrales  de  l'équation  différentielle  s'applique 
à  toutes  les  solutions  :  les  intégrales  particulières  et  les  in- 
tégrales singidières  s'y  trouvent  également  comprises,  ce 
qui  n'a  pas  lieu  dans  les  autres  méthodes. 

On  procéderait  d'une  manière  semblable  si  l'on  avait  à 
intégrer  une  équation  du  second  ordre,  dont  la  forme  peut 
toujours  être  supposée  réduite  à  celle-ci  : 

On  se  donnerait  arbitrairement  les  valeurs  J'^  {■^]  cor- 
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réspondant  k  x^^  et  Téquation  ferait  connaître  raccrcûs* 

sèment  de  -r-  relatif  à  raccroissement  a  de  x;  on  aurait 

ainsi  la  valeur  de  ^  correspondant  à  jr©  H-  a  5  d'ailleurs 

Taccroissement  de  /  serait  connu,  puisqu'on  donne  -^* 
On  connaîtrait  donc,  pour  la  valeur  jto  -H-  a,  les  valeurs  cor- 

respondantes  de  j^  et  -—-^  et  Ton  rëpéteraît  indéfiniment 

cette  opération.  On  voit  par  là  qu'il  y  a  deux  constantes  ar- 
bitraires dans  rintégrale  d'une  équation  du  second  ordre. 
Le  procédé  que  nous  venons  de  suivre  ne  fait  connaître  que 
par  approximation  les  valeurs  des  intégrales;  on  ne  les 
connaîtrait  exactement  qu'en  déterminant  la  limite  de  la 
série  quand  a  tend  vers  zéro,  et  qu'on  pose,  comme  dans  le 
cas  précédent,  /za  =  j:  —  Xq. 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  évidemment  aux 
équations  de  tous  les  ordres. 
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CHAPITRE  II. 

DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  D'UNE  ÉQUATION 

A  DEUX  VARIABLES. 


94.  Si  Ton  considère  une  équation  à  deux  variables 
F(x,  ^')  =  o,  et  qu'on  en  déduise  d'une  manière  quel- 
conque une  autre  équation  qui  renferme  x^jeX,  des  dérivées 
de  r  par  rapport  à  x^  cette  dernière  est  ce  que  Ton  appelle 
une  équation  différentielle  de  la  première.  Elle  est  une 
conséquence  de  cette  équation  ^  mais  celle-ci  n'en  est  pas 
toujours  une  conséquence  nécessaire.  Ainsi  nous  avons  vu 
qu'une  fonction  de  x  n'a  qu'une  dérivée,  tandis  qu'une  dé- 
rivée peut  correspondre  à  une  infinité  d'intégrales,  qui  dif- 
fèrent par  la  valeur  d'une  constante. 

Si,  entre  l'équation  primitive  et  celle  que  l'on  obtient  en 
difierentiant  une  fois  ses  deux  membres,  on  élimine  une 
constante  a,  on  aura  une  certaine  équation  différentielle  du 
premier  ordre  de  la  proposée.  Et  généralement,  si  l'on 
différentie  m  fois  la  proposée,  on  pourra  éliminer  m  quel- 
conques des  constantes  qui  y  entrent,  et  l'on  obtiendra  ainsi 
une  équation  différentielle  de  l'ordre  m  de  l'équation  pri- 
mitive, qui  renfermera  m  constantes  de  moins  qu'elle.  On 
aurait  une  équation  différente  du  même  ordre  si  l'on  éli- 
minait entre  les  mêmes  équations  m  autres  constantes. 

On  doit  même  observer  que  toute  équation  différentielle 
peut  être  considérée  comme  obtenue  de  cette  manière;  car 
nous  avons  démontré  que,  si  elle  est  de  l'ordre  m,  son  in- 
tégrale générale  renferme  m  constantes  arbitraires  qui  ne 
sont  pas  dans  l'équation  différentielle.  Donc  celle-ci  n'a  pu 
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être  déduite  de  l'autre  qu'en  ëliipinant  ces  constantes  entre 
elle  et  celles  que  Ton  en  aura  tirées  au  moyen  de  m  difie- 
rentiations  successives. 

Mais  ces  difTérentiatîous  peuvent  être  faites  de  bien  des 
manières  différentes. 

Si,  par  exemple,  on  ne  veut  éliminer  qu'une  constante, 
on  pourra  différentier  Téquation  après  l'avoir  mise  préa- 
lablement sous  telle  forme  que  l'on  voudra^  on  aura  ainsi 
diverses  équations  du  premier  ordre,  et  l'on  éliminera  la 
constante  entre  l'une  quelconque  d'entre  elles  et  l'équation 
proposée. 

Si  l'on  veut  éliminer  deux  constantes,  on  pourra  diffé- 
rentier deux  fois  de  suite  l'équation  mise  sous  une  forme 
arbitraire;  on  aura  ainsi  trois  équations  renfermant  les 
deux  quantités  à  éliminer.  Ou  bien  encore  on  éliminera 
d'abord  l'une  d'elles  entre  l'équation  proposée  et  celle  du 
premier  ordre  qu'on  en  déduira  ;  puis,  traitant  de  même  Té- 
quation  ainsi  obtenue,  on  en  éliminera  la  seconde  constante. 

Les  combinaisons  seraient  plus  multipliées  encore  s'il 
s'agissait  d'éliminer  un  plus  grand  nombre  de  constantes. 
Or  nous  allons  démontrer  que,  de  quelque  manière  que 
cette  élimination  ait  été  faite,  on  obtient  toujours  la  même 

équation  entre  J^>  J^i  ;7-.  »  •  •  •  et  les  constantes  non  éli- 
minées. 

Supposons,  en  effet,  s'il  est  possible,  que  l'on  parvienne 
ainsi  à  deux  équations  différentes,  en  éliminant  les  mêmes 
constantes  en  nombre  m,  et  soient  ces  deux  équations  ré- 
solues par  rapport  à  ^-~  ? 

S=^-^r^'.^*---'^==^J^ 
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Ces  fonctions  F,  f^  étant  les  dérivëes  m^^*^*  de  la  même 
fonction  /,  ont  des  valeurs  égales,  quel  que  soit  x.  Soit  x^ 

une  valeur  quelconque  attribuée  à  x  et  j^^,  (  ;^  )  '  (  5 — =?  ) 

les  valeurs  correspondantes  que  prennent  y  et  ses  m  —  i 
premières  dérivées,  et  qui  peuvent  être  supposées  égales  à 
des  quantités  quelconques,  en  choisissant  convenablement 
les  m  constantes  éliminées. 

Les  deux  expressions  suivantes  : 

devront  être  égales,  quel  que  soit  x^^  pour  toutes  les  va- 
leurs données  arbitrairement  aux  quantités j^o)  (t" )  >*  "  •* 
9  et  aux  constantes  non  éliminées  \  par  conséquent, 


tontes  ces  diverses  quantités  doivent  j  entrer  d'une  manière 
identique.  Mais  elles  y  entrent  de  la  même  manière  que 

-Ti  r^  -T-»"*^  -T — ^»  et  les  constantes  non  éliminées  entrent 

dans  les  deux  expressions  de  -r-^-,  donc  ces  deux  expres- 
sions sont  identiques,  et  les  deux  équations  différentielles, 
résolues  par  rapport  à  - — j  le  sont  par  conséquent;  d'où 

se  déduit  cette  importante  proposition  : 

De  quelque  manière  que  Von  parvienne  à  une  équation 
différentielle  de  l'ordre  m,  en  partant  d'une  même  équa- 
tion entre  x  et  y^  et  éliminant  les  mêmes  constantes  en 
nombre  m,  on  obtiendra  toujours  la  même, 

95.  Cette  proposition  donne  lieu  à  quelques  remarques 
utiles. 
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En  effet,  parmi  toutes  les  manières  d'opérer  ce  calcul, 
choisissons  en  particulier  la  suivante  : 

Éliminons  d'abord  Tune  des  constantes  entre  l'équation 
proposée  et  sa  première  dérivée.  Eliminons  de  même  une 
seconde  constante  entre  l'équation  obtenue  et  sa  dérivée; 
puis  une  troisième  constante  entre  la  nouvelle  équation 
ainsi  obtenue  et  sa  dérivée,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que 
les  m  constantes  désignées  aient  disparu.  Nous  aurons  ainsi 
l'équation  cherchée  du  m'^""  ordre;  et,  par  les  raisons  déjà 
données,  cette  équation,  et  même  toutes  les  intermédiaires, 
seront  identiques  à  celles  que  l'on  obtiendrait  par  d'autres 
procédés,  en  éliminant  les  mêmes  constantes.  Mais  l'ordre 
dans  lequel  on  élimine  les  m  constantes  détermine  les 
équations  intermédiaires  \  et  autant  on  peut  faire  de  com- 
binaisons n  k  n  avec  m  lettres,  autant  on  pourra  obtenir 
d'équations  différentes  de  l'ordre  n,  dont  chacune  ne  pourra 
d'ailleurs  avoir  qu'une  seule  forme.  On  tire  de  là  cette  con- 
séquence importante  : 

Toute  équation  différentielle  de  l'ordre  m  peut  être  dé- 
duite de  m  équations  différentes  de  l'ordre  m — i ,  qui  ren- 
ferment chacune  une  constante  arbitraire;  de  

équations  de  l'ordre  m  —  2,  qui  en  renferment  deux;  et 

généralement  de de  l  ordre  m  —  tï, 

renfermant  n  constantes  arbitraires, 

96.  D'après  cela,  si  l'on  a  à  intégrer  une  équation  de 
Tordre  m,  on  pourra  chercher  ses  m  intégrales  premières. 
Si  Ton  parvient  à  les  déterminer,  on  aura  m  équations 

entre  x.  r,  -r  >  •  •  •  1  -, — r»  renfermant  chacune  une  con- 

stante  arbitraire  et  équivalentes  chacune  à  la  proposée; 
par  conséquent,  en  éliminant  les  m  —  i  dérivées  de  a:,  on 
obtiendra  une  équation  entre  xeXy  elm  constantes  arbi- 
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traires  :  on  aura  donc  l'intégrale  générale  de  l'équation 
proposée. 

Il  est  quelquefois  plus  facile  de  trouver  les  intégrales 
premières  de  l'équation  de  l'ordre  m  +  i  que  l'on  obtient 
en  différentiant  la  proposée^  mais  alors  l'intégrale  générale 
de  cette  dernière  sera  celle  de  la  première,  à  l'un  des  mem- 
bres de  laquelle  on  aurait  ajouté  une  constante  arbitraire; 
et,  si  l'on  connaissait  l'intégrale  de  l'équation  de  l'ordre 
m  +  I ,  on  aurait  celle  de  la  proposée  en  j  faisant  cette  con- 
stante nulle.  En  conséquence,  on  cherchera  les  m  + 1  inté- 
grales premières  ;  on  en  éliminera  les  m  dérivées  de  j^,  puis 
on  supposera  nulle  la  constante  en  question.  Mais  l'une 
des  intégrales  premières  n'est  autre  chos.e  que  la  proposée 
augmentée  de  cette  constante,  et  se  réduit,  par  conséquent, 
à  la  proposée,  en  supposant  cette  constante  nulle:  donc,  si 
Ion  peut  obtenir  m  intégrales  premières  de  l'équation  de 
Tordre  m  -f- 1 ,  qui  ne  renferment  pas  la  proposée,  il  suflSra 
d'éliminer,  entre  celle-ci  et  les  m  intégrales,  les  m  dérivées 
de  r)  et  l'on  aura  l'intégrale  générale  demandée. 

Si  l'on  peut  trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation  de 
Tordre  m-h  i  par  un  moyen  quelconque,  elle  renfermera 
m  4-1  constantes  arbitraires-,  mais  ces  constantes  seront 
liées  entre  elles  par  une  équation  que  Ton  obtiendra  en 
substituant  la  valeur  trouvée  dey  dans  Téquatiou  proposée , 
de  sorte  que  Ton  aura  seulement  m  constantes  arbitraires, 
comme  cela  doit  être. 
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CHAPITRE  IIL 

INTÉGRALES  SINGUUÈRES  DES  ÉQUATIONS 

DU  PREMIER  ORDRE,  DÉDUITES  DE  L'INTÉGRALE  GÉNÉRALE 

OU  DE  L'ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE. 


97.  Soit 

fi)  F(x,j,  a)  =  o 

l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  du  premier 
ordre ,  a  étant  la  constante  arbitraire  qui ,  éliminée  entre 
l'équation  (i)  et  sa  dérivée 

conduit  à  l'équation  différentielle  proposée;  il  s'agit  de 
savoir  si  cette  dernière  peut  admettre  des  solutions  qui  ne 
soient  pas  renfermées  dans  l'intégrale  générale. 

Or  toute  équation  entre  xetj  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

(3)  F(;r,jr,^)=0, 

f  étant  une  certaine  fonction  de  x  et  j*,  et  F  désignant  la 
même  fonction  que  dans  l'équation  (i),  où  l'on  a  remplacé 
la  constante  a  par  la  fonction  cp.  En  effet,  si  l'on  égale 
F  (^9^)  f  )  à  une  fonction  quelconque,  on  tirera  pour  f  une 
valeur  qui  rendra  cette  équation  identique.  On  peut  donc 
supposer  que  l'équation  (3)  représente  une  solution  quel- 
conque de  l'équation  proposée,  et  il  reste  à  voir  ce  que  doit 
être  pour  cela  la  fonction  f . 

En  différentiant  l'équation  (3),  on  trouve,  en  désignant 
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par  ^  la  dérivée  totale  de  f , 

, -,  dF       dY  dy       dY  d^ 

équation  dans  laquelle  on  peut  remettre  la  valeur  f  tirée 
de  (3)  ;  ce  qui  produit  le  même  effet,  dans  les  deux  premiers 
termes  de  (4)9  que  si  l'on  tirait  a  de  (i)  pour  le  reporter 

dy 

dans  (2).  Donc,  pour  l'identité  des  valeurs  de  ^9  il  est  né* 

cessaire  et  suffisant  que  la  substitution  de  f  rende 

dY^d^ 
d9  dx 

y  étant  regardé  comme  la  fonction  de  x  cherchée  \  ce  qui 
peut  avoir  lieu  de  plusieurs  manières. 

I®  Si  ^  =  o,  9  n'est  autre  chose  qu'une  constante,  et 
Véquation  (3)  coïncide  avec  l'intégrale  générale. 

a^  Si  l'on  égale  i  zéro  ^9  après  la  substitution  de  la 

valeur  de  (f  tirée  de  (3),  ce  qui  détermine  la  valeur  cher- 
chée de^,  on  a  le  même  résultat  que  si  Ton  déterminait  f 

par  Téquation  j|i  =  o?  ®*  qu'on  reportât  sa  valeur  dans  (3  ). 

dy 
D'où  l'on  conclut  que,  quand  on  a  l'intégrale  générale 
d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  on  aura 
toutes  les  autres  intégrales  en  éliminant  la  constante  entre 
l'équation  intégrale  et  sa  dérivée  partielle  par  rapport  à  la 
constante,  égalée  à  zéro-,  ou  sa  dérivée  partielle  par  rapport 
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à  j^,  égalée  à  Tinfini.  Néanmoins  il  faudra  s*assurer  si  cha- 
cune de  ces  hypothèses  annule  réellement  le  premier  membre 

de  Téquation  (  5  )  et  ne  le  réduit  pas  à  -  • 

U  sera  encore  nécessaire  de  s'assurer  si  les  solutions  ainsi 
obtenues  ne  sont  pas  renfermées  dans  l'intégrale  générale. 
Dans  ce  cas  particulier,  on  aura  une  intégrale  particulière 
au  lieu  d'une  intégrale  singulière. 

98.  Sous  quelque  forme  qu'on  mette  l'équation  (i),  l'ap- 
plication des  règles  précédentes  doit  nécessairement  conduire 
aux  mêmes  solutions ,  et  c'est  ce  que  l'on  peut  vérifier  en 

d¥ 
observant  que  le  rapport  des  deux  dérivées  partielles  —  9 

—  sera  toujours  le  même,  après  avoir  substitué  la  valem* 

de^  tirée  de  F  =  o,  quoique  chacune  de  ces  deux  dérivées 
change  quand  on  transforme  l'équation  F  =  o.  En  effet,  si 
l'on  a  une  équation  quelconque  F  [oc^y^  z,  m)  =  o,  le  rap- 
port des  deux  dérivées  partielles  du  premier  membre  par 
rapport  à  deux  des  variables,  u  el  z  par  exemple,  exprime 
toujours,  au  signe  près,  la  dérivée  de  l'une  des  variables  u 
et  z  par  rapport  à  l'autre  \  et,  par  conséquent,  après  l'élimi- 
nation de  l'une  des  deux,  il  ne  dépend  pas  de  la  foni\e  sous 
laquelle  on  présente  l'équation  qui  les  lie. 

Ainsi,  lorsqu'une  transformation  de  l'équation  (i)  fera 

perdre  des  solutions  à  l'équation  —  =  o ,  elle  les  fera  ac- 
quérir, à  l'équation  —  =  o. 

djr 

99.  L'intégrale  singulière  a  une  liaison  géométrique 
.très -remarquable  avec  l'intégrale  générale.  En  effet,  en 
éliminant  a  entre  l'équation  (i)  et  sa  dérivée  partielle  par 
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rapport  à  a,  on  a  Tëquatioii  du  lieu  des  intersections  suc- 
cessives des  courbes  représentées  par  Téqualion  (i),  dans 
laquelle  on  fait  varier  a  d'une  manière  continue.  Donc  Tin- 
tégrale  singulière  représente  la  courbe  enveloppe  des  inté- 
grales particulières. 

Remarque.  —  Si  Ton  construit,  d'après  l'équation  diffé- 
rentielle, le  lieu  géométrique  d'une  quelconque  de  ses  inté- 
grales, comme  nous  l'avons  indiqué  précédemmment,  et  que 
l'on  choisisse,  pour  l'ordonnée  j^o?  celle  de  la  courbe  enve- 
loppe   correspondant    à    l'abscisse   Xo,   l'équation   devra 

fournir  deux  valeurs  générales  de  —  >  correspondant  l'une  à 

l'enveloppe,  l'autre  à  l'enveloppée,  et  qui  seront  égales, 
pour  le  point  commun,  à  ces  deux  courbes. 

La  construction  indiquée  fournira  alors  les  deux  courbes. 
11  y  a  toutefois  une  exception  remarquable  à  cette  propo- 
sition :  elle  a  lieu  lorsque  l'enveloppe  qui  représente  l'in- 
tégrale singulière  est  une  ligne  droite. 

En  effet,  si  l'on  part  d'un  point  de  cette  droite,  deux  va- 

dr 
leurs  de  ^  sont  égales  en  ce  point,  et  par  conséquent  les 

deux  valeurs  correspondantes  de  dj  que  l'équation  fera 
connaître  sei:ont  les  mêmes,  comme  cela  a  lieu  en  général  ; 
mais,  dans  le  cas  actuel,  une  de  ces  valeurs  sera  rigoureur 
sèment  exacte,  et  ce  sera  celle  qui  correspond  à  la  ligne 
droite  dont  l'équation  du  premier  degré  donne,  sans  rien  né* 
gliger,  djr=zp  dx^  tandis  que,  dans  tout  autce  cas,  on  néglige 
une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  dy.  Il  suit  de  là 
que  le  point  voisin  du  point  de  départ  appartient  rigoureu* 
sèment  à  l'enveloppe,  et  qu'on  se  trouve,  par  conséquent^ 
dans  les  mêmes  conditions  qu'en  commençant.  On  voit  donc 
que ,  dans  ce  cas,  l'équation  différentielle  donnera  l'inté- 
grale singulière  seulement ,  et  aucune  des  intégrales  parti-. 
çulières^  et  il  est  clair  que  c'est  le  seul  cas  où  cela  arrive  • 
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car,  si  le  second  point  n'ëtait  pas  rigoureusement  sur  l'enve- 
loppe, Téquation  ne  donnerait  pas  deux  valeurs  rigoureu- 
sement égales  pour  ^9  quand  on  y  substituerait  les  coor- 
données de  ce  point  ;  donc,  k  la  valeur  suivante  de  x,  on 
trouverait  deux  points  au  lieu  d'un,  et  les  deux  lignes  exis- 
teraient nécessairement. 

100.  L'intégrale  singulière  peut  aussi  être  déterminée  au 
moyen  de  l'équation  différentielle  elle-même.  Soit  cette 
équation 

(6)  /(*,r,r')  =  o, 

dans  laquelle  y'  représente  —•• 

La  représentation  géométrique  de  la  solution  singulière 
étant  la  courbe  enveloppe  de  celles  qui  représentent  les  in- 
tégrales particulières,  celles-ci  se  coupent  généralement  les 
unes  les  autres  ;  et,  quand  elles  sont  infiniment  voisines,  le 
point  d'intersection  devient  un  point  de  contact  et  appar- 
tient à  l'enveloppe.  Ainsi  l'équation  (6)  doit  généralement 
donner  pour  une  même  valeur  de  x  et  j'  au  moins  deux 
valeurs  différentes  dey\  et  deux  de  ces  valeurs  doivent  de- 
venir égales  quand  x  et  j^  se  rapportent  à  un  point  de  l'en- 
veloppe, ou,  en  d'autres  tenues,  satisfont  à  l'équation  qui 
représente  la  solution  singulière.  On  exprimera  donc  que 
l'équation  (6)  donne  deux  valeurs  égales  pour  j^',  ce  qui  se 

fera  en  posant  ^  =  o,  sif{x^  J^y')  ^st  une  fonction  dont 

la  forme  soit  unique.  Si  sa  forme  était  multiple,  on  pour- 
rait la  réduire  à  être  unique,  ce  qui  rentrerait  dans  le  pre- 
mier cas  :  on  pourrait  aussi  traiter  successivement  chacune 
des  équations  distinctes  renfermées  dansy(x,^,  j^')  =o, 
et  exprimer  qu'elles  donnent  des  valeurs  égales  de  y\  on 
bien  qu'une  valeur  àey'  tirée  de  Tune  est  égale  à  une  valeur 
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dej'  tirée  de  l'autre.  Si,  par  exemple,  l'équation  (6)  était 
résolue  par  rapport  à  j^',  on  ne  pourrait  employer  que  le 
dernier  moyen  et  égaler  ces  valeurs  deux  à  deux.  Dans  tous 
les  cas ,  soit  cp  (a:,  y^j')=zo  une  équation  exprimant  que 
l'équation  (6)  donne  deux  valeurs  égales  dej\  la  solution 
singulière  devra  satisfaire  à  ces  deux  équations,  et  par  con- 
séquent au  résultat  de  rélimination  de  y'  entre  elles.  Opé* 
rant  donc  cette  élimination,  on  aura  une  équation  entre 
x^y  qui  renfermera  la  solution  singulière  si  elle  existe.  On 
vérifiera  donc  si  les  diverses  valeurs  dey  en  x  qu'elle  fournit 
satisfont  à  l'équation  (6)  ;  et  si  l'on  en  trouve,  qui  ne  rentrent 
pas  d'ailleurs  dans  l'intégrale  générale,  on  connaîtra  la 
solution  singulière. 

Soit  comme  exemple 

(7)  r  =  .^/ +/(/), 

/désignant  une  fonction  qui  n'ait  qu'une  seule  valeur  pour 
une  même  valeur  de^'.  Nous  aurons,  pour  condition  d'éga- 
lité de  deux  valeurs  dey\ 

(8)  x-i-/'(y)  =  o, 

et  il  faudra  éliminer  y  entre  ces  deux  équations.  Il  reste  à 
vérifier  que  l'équation  résultante  en  x,  y  satisfera  à  la  pro- 
posée (7).  En  effet,  supposons  que  de  l'équation  (8)  on 
tire  j^'==ç(x),  et  qu'on  le  reporte  dans  Téquation  (7),  on 
aura 

J 

(9)  r  =  ^?(^)-^/[?(*)]-  '^' 

En  la  différentiant,  on  trouve 

Cal  cbtinf.  D,  —  II,  10 
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et,  par  conséquent,  l'équation  (9)  pourrait  s'écrire  ainsi  : 


-='£-/(l) 


.  Elle  satisfait  donc  à  l'équation  âifiërenticUe  proposée,  et 
elle  en  forme  la  solution  singulière  ;  car  elle  ne  rentre  pas 
dans  l'intégrale  générale,  que  nous  déterminerons  plus  tard. 


■•••« 
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.  CHAPITRE  IV. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

DU  PREMIER  ORDRE. 


101.  L'équation  la  plus  générale  du  premier  ordre,  et 
dans  laquelle  le  rapport  difl'érentiel  -j-  ne  passe  pas  le  pre- 
mier degré,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

dr 
Q^j-I-Pdlrnro,     ou     Q3^-f-P=o, 

dx 

P  et  Q  étant  deux  fonctions  quelconques  de  x  etj^.  On 
pourra  toujours  y  appliquer  le  procédé  général  qui  con- 
siste à  développer  y  au  moyen  du  théorème  de  Taylor  ou 
de  Maclaurin.  U  arrive  quelquefois  que  la  série  peut  être 
sommée*,  quelquefois  aussi  elle  a  une  forme  tellement  com- 
pliquée, qu'on  ne  peut  pas  parvenir  à  la  réduire  à  une 
forme  finie.  Voici  quelques  exemples  dans  lesquels  ce  pro- 
cédé s'applique  sans  difficulté. 

Soit 

dy 

— — h  a  r  -h  ha?  =  o. 
dx 

En  la  différentiant  un  nombre  indéfini  de  fois,  on  trouve 


'    a    .  . .      :=  O. 


IO« 


d'où 
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Si  Ton  fait  x  =  o  dans  toutes  ces  équations,  il  vient 

(1).=--  m.-'-  m.=-'- 

—  DO  I 7—7 r  H TT  •  •  •  )  »  •  •  •  > 

\l«2.i.4         1.2. ...5         I...O        / 


ou,  en  observant  que  j^o ^»-  peut  être  remplacé  par  une 

constante  arbitraire  c, 


ou 


y  =z  oT**  -h 


6b  I  a»jr»         «*x»  \ 

a«   \  1.2        1.2.3/ 


L'intégrale  générale  étant  connue,  on  obtiendrait  les 
intégrales  singulières  par  la  méthode  que  nous  avons  ex- 
posée précédemment.  U  est  facile  de  voir  qu'il  n'en  existe 
pas  dans  le  cas  actuel. 

dr 
102.  Soit  encore  x  -j-  -hj-  4-  axT  =  o,  m  étant  entier 

et  positif* 
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4 

On  obtient,  par  la  diflerentiation, 


— ^  -4-  2  — 
dx*  cbc 


X  —-•  -4-  2  - — h  maaf"^*  =  o. 


X 


*j^-^^-^  +  "'{'»-^)^^-'  =  o, 


^^  4- (w  4- 0  j^  +  m  (m  -  i).  . .  2. 1  a  =  O, 

n  éunt  plus  grand  que  i  • 

Si  l'on  fait  x  =  o^  y  et  tous  les  coefficients  différentiels 
deviennent  nuls  si  l'on  suppose  qu'ils  ne  soient  pas  infinis, 

excepte  -j—j  dont  la  valeur  devient ^ ; 

on  trouve  donc  y  = —  • 

*^  m  -i-  I 

Cette  intégrale  n'a  pas  de  constante  arbitraire  et  n'est 
pas^  par  conséquent,  l'intégrale  générale.  Celle-ci  n'est 
donc  pas  développable  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  x.  Et,  en  effet,  si  l'on  intègre  par  leS  méthodes 
que  nous  ferons  connaître  tout  à  l'heure,  on  trouvera,  pour 
l'intégrale  générale. 


m  4-  I 


La  solution  que  nous  avons  trouvée- est  donc  une  inté- 
grale particulière  correspondant  à  c  =:  o. 

D  est  facile  de  voir  qu'il  n'y  a  pas  d'intégrale  singu- 
lière. 


l5o  LIVRE    IV. 

Des  jacteurs  propres  à  rendre  immédiatement  întegrable 
le  premier  membre  de  l'équation.  Intégration  de  l'équa- 
tion linéaire. 

103.  Si  le  premier  membre  de  l'équation  Q  dj  -f-  Pt/x= o 
était  la  diirérentielle  d'une  fonction  de  x  et  j^,  il  serait  né- 
cessaire et  suffisant  que  cette  fonction  fut  égale  à  une  con- 
stante pour  que  l'équation  proposée  fût  satisfaite.  La  con- 
dition pour  que  cette  circonstance  ait  lieu  est,  comme  nous 

l'avons  vu,  -;-^  .-=  -— .  Si  elle  n'a  pas  lieu,  et  qu'en  multi- 

dx        dy  *  * 

pliant  le  premier   membre  de  l'équation  par  une  fonc- 
tion \f  il  devienne  la  difierentielle  d'une  fonction  u,  cette 

équation  sera  équivalente  k  -  du=zo^  et  sera  satisfaite, 

soit  en  faisant  rfw  =  o,  d'où  m  =  c,  ce  qui  sera  l'inté- 
grale générale,  c  étant  la  constante  arbitraire^   soit  en 

posant-  =o,  ce  qui  donnera  une  solution  singulière,  si 

elle  ne  rentre  pas  dans  la  précédente. 
Ainsi,  par  exemple,  l'équation 

F  [a:)  f{jr)  djr-\-^  {x)  ^{x)dx  =  o 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

et  l'on  y  satisfait  en  posant,  soit  F  ( x)  =  o',  soit  ^  {y)  =  o, 
soit  enfin 

et  le  premier  membre  est  une  dillérentielle  exacte,  puisque 
les  variables  sont  séparées. 


iiïtégrAtion  des  équations  différentielles.      i5i 

104.  On  peut  démontrer  qu'il  existe  toujours  un  fac- 
teur ^  qui  rend  Q  rf^  -h  P  dx  différentielle  exacte.  En  effet, 
il  est  démontré  que  Féquation  proposée  a  une  intégrale 
renfermant  une  constante  arbitraire  c,  et  que  nous  repré- 
senterons par  F(j:,^,  c)  =  05  et  Téquation  différentielle 
a  été  obtenue  nécessairement  en  éliminant  c  entre  cette 
dernière  et  celle  que  Ton  a  obtenue  en  la  dîfférentiant, 
après  l'avoir  transformée  préalablement  d'une  manière 
quelconque,  si  on  l'a  jugé  convenable.  Or,  quelque  forme 
qu'on  lui  ait  donnée,  nous  avons  démontré  précédemment 
qu'après  l'élimination  de  c  l'équation  à  laquelle  on  sera 
parvenu  donnera  identiquement  en  x  ely  la  même  valeur 

dy 
pour-. 

Cela  posé,  concevons  l'équation  F(a:,j^,  c)  =  o  mise 

sous  la  forme  y  [^tj)  =  c,  d'où  -j-  dx  -\-  -j-  dj  =  o\^  la 

eue  *^f 

dy    . 

valeur  de  ~  tirée  de  cette  équation  et  celle  que  donne 

l'équation  proposée  devant  être  égales,  quels  que  soient  x 
etj^  (n**  94),  on  aura  identiquement 

d^ 
^_  P 

Tirant  de  làPet  le  reportant  dans  l'expression  Qcf^H-Pe/j:, 
on  obtient 

et,  par  conséquent,  en  multipliant  la  proposée  par  —  -^9 
son  premier  membre  devient  une  différentielle  exacte.  On 
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voit,  de  plus,  comment  le  facteur  i/  =  -  -~  est  lié  au  pre- 
mier  membre  de  l'intégrale  mise  sous  la  forme  <f  =  c. 

lOo.  L'existence  du  facteur  i^  étant  démontrée,  il  faut 
chercher  comment  il  est  possible  de  le  découvrir. 

Il  est  facile  de  former  l'équation  qui  doit  le  déterminer, 
car  on  doit  avoir  l'identité 

i^  _      1^  Ô  — ^P  —  —     (—^^\ 

elx  âjr  dx  dy  \dy        djc  ) 

Si  t^  renferme  à  la  fois  x  et^,  cette  équation  est  aux  dif- 
férentielles partielles,  et  plus  difficile  à  intégrer  que  la  pro- 
posée. Il  faut  donc  renoncer,  en  général,  à  la  détermination 
de  ce  facteur. 

Mais,  si  t^  ne  doit  renfermer  qu'une  variable,  x  par 
exemple,  il  est  facile  d'en  déterminer  la  valeur.  Eji  effet, 

—  étant  nul,  l'équation  précédente  devient 

O  —  —     (—  —  ^^ 
dx  \djr        dxj 

OU 

I 

î   dv  _  1/  dP       rfQ\ 

il  est  donc  nécessaire  que  les  coefficients  donnés  P  et  Q 

soient  tels ,  que  l'expression  ^  l- -~  j  soit  indépen-         ^ 

dante  dey. 

Lorsque  cette  condition  sera  remplie,  on  aura ,  en  dési- 
gnant par  f  (x)  l'expression  précédente, 

1  dp 
I»  dx 
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d'où 

le  coefficient  c  étant  arbitraire,  et  disparaissant  d'ailleurs 
de  lui-même. 

En  intégrant,  par  les  procédés  relatifs  aux  dilTérentielles 
des  fonctions  des  deux  variables  indépendantes ,  on  trouve 

I       Pc'''»  dx-^-  \      Q.rf^  =  C. 

La  discussion  serait  la  même  pour  les  facteurs  indépen- 
dants de  X. 

106.  Le  calcul  précédent  deviendrait  plus  simple  s'il 
s'agissait  de  l'équation  rfj^ -h  Prfo:  ==  o.  Il  faudrait  alors 

que  —  fut  indépendant  dej^^  ce  qui  donnerait 

X  et  Xi  désignant  des  fonctions  quelconques  de  x.  L'équa- 
tion doit  donc  être  de  la  forme 

dx  +  (Xj  -H  X|)  ri»  =  G. 

En  multipliant  par  le  facteur  i^,   qui  devient  e*^**'', 
on  a 

^-^àx ^^  ^  Xj^*''' dx  4-  X,  /^'''  dx  =  Q', 

d'où 

C  désignant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 

Telle  est  l'intégrale  générale  de  V équation  linéaire  du  pre- 
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mier  ordre.  La  constante  arbitraire  provenant  de  flLdx 
disparait  d'elle-même,  et  la  constante  C  est  la  seule  qui 
entre  dans  la  valeur  de  y. 

Considérons,  comme  application  très-simple,  la  ques- 
tion suivante  qui  a  été  proposée  aux  géomètres  par  M.  de 
Beaune,  ami  de  Descartes. 

Trouver  une  courbe  telle,  que  la  sous-tangente  soit  à' 
l'ordonnée  comme  une  ligne  constante  est  à  l'ordonnée 
de  cette  courbe,  diminuée  de  celle  d'une  droite  inclinée 
d'un  demi-angle  droit  sur*  l'axe  des  x. 

En  prenant  Torigine  au  point  de  rencontre  de  cette  droite 
et  de  Taxe  des  x,  elle  aura  pour  équation  x  =y.  et  la  con- 
dition donnée  sera  représentée  par  T  équation 

dr       y  —•  X  dy 

dx  a  dx 

a  étant  la  valeur  donnée  de  la  ligne  constante. 

Cette  équation  linéaire,  intégrée  par  un  quelconque  des 
procédés  que  nous  avons  indiqués,  donne 

j^  =  jf  -f-  a  -f-  Ce", 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Si  maintenant  on  prend  pour  axe  des  x^  la  droite  dont 
Téquation  est  j^  =  x  -}-  a,  et  que  Ton  conserve  la  même  di- 
rection pour  Taxe  des  y\  on  aura 

^'=:Ctf'^,     jr  =  -r=    et,  par  suite,    y=:Ctf«*^. 

La  courbe  est  donc  une  logarithmique  dont  les  ordon- 
nées font  avec  Taxe  un  angle  égal  à  un  demi-angle  droit. 

107.  Nous  avons  prouvé  qu'il  existe  dans  tous  les  cas  un 
facteur  propre  à  rendre  le  premier  membre  intégrable. 
Voyons  s'il  n'en  existe  qu'un  seul. 
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Soit  V  une  première  fonction  telle,  que  {^{Qdy-^-Pdx) 
soit  la  différentielle  d'une  fonction  u  de  xely^  il  est  d'a- 
bord évident  que  le  facteur  i^f  ('<)  rendra  encore  le  premier 
membre  intégrable  ;  car,  puisque  v  {Q^dy  -h  Prfa:)  =  du, 

on  aura  t^9  («)  (Q  ^T  "+"  ^  ^"^l  =  9  (  ï*)  du^  ce  qui  est  la  dif- 
férentielle de  y<y  (u)  du. 

Soit  maintenant  V  une  autre  fonction  quelconque  telle 
que  \  {Qdy  -j-P  dx)  =  rfU,  U  désignant  une  fonction  de 
X  etj-.  On^en  déduit  l'identité 

Or,  le  second  membre  étant  une  différentielle  exacte,  le 
premier  qui  lui  est  identique  en  j:  et  j^  devrait  aussi  en  être 

.  V  . 

une;  ce  qui  ne  saurait  être  si  -  n'était  pas  une  fonction  de 

la  fonction  u  seulement.  Ce  dernier  point,  qu'on  admet 
assez  ordinairement  comme  évident,  a  cependant  besoin 
d'être  plus  rigoureusement  établi. 
H  s'agit  de  prouver  généralement  que,  si  l'on  a  u  ^=:f[x^j) , 

l'expression  Y  (x^y)du^  ou  F(a?,^)  (  ^  rfx-h-j-  ^)>ne 

peut  être  une  différentielle  exacte  relativement  aux  deux 
variables  x  et  y^  si  l'on  n'a  pas 

quelle  que  soit  d'ailleurs  la  fonction  ^. 

En  effet,  éliminons  j^  au  moyen  de  l'équation  ^=fix^j)\ 
F(a:,  j^)  deviendra  une  fonction  de  u  et  x,  ç(u,  x).  L'ex- 
pression qui  était  une  différentielle  exacte  relativement  à  x 
et  j-  le  sera  relativement  k  x  eX  u\  (^(u^  x)  du  sera  donc 
une  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  deux  variables 
indépendantes  a: et  u\  mais,  dx  n'entrant  pas  dans  cette  dif- 
férentielle, son  coefficient,  ou  la  dérivée  partielle  de  la 
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fonction  par  rapport  a  x,  est  donc  nul,  et  par  conséquent 
cette  fonction  est  indépendante  de  x\  d'où  résulte  que 
f  (u,  x)  ne  renferme  que  u,  et  par  conséquent  que  F  (^^  j) 
est  une  fonction  de  u  ou  de  f{x^  j) . 

Ainsi,  en  revenant  à  notre  question  particulière,  si  un 
facteur  1/  donne  au  premier  membre  la  forme  de  la  diffé- 
rentielle d'une  fonction  u  de  x,  ^,  les  facteurs  qui  jouissent 
exclusivement  de  la  même  propriété  seront  de  la  forme 
i^f  (u),  cp  désignant  une  fonction  arbitraire. 

L'équation  proposée  devient  ainsi 

^  du  z=:  o,     ou     ff  (u  )  du  =  o, 

d'où  l'on  déduit  également  u  =  c^c  désignant  une  constante 
arbitraire. 

Tous  ces  facteurs  conduisent  donc  au  même  résultat,  et 
ils  ne  diflerent  entre  eux  que  par  le  facteur  cp  (u)  qui  est 
bien  une  fonction  de  x,  j-,  mais  qui  se  réduit  à  une  con- 
stante arbitraire  en  vertu  de  l'intégrale  u=  c.  On  voit  que, 
si  l'on  connaissait  deux  facteurs  différents  qui  rendissent 
le  premier  membre  de  l'équation  intégrable,  en  égalant  leur 
rapport  à  une  constante  arbitraire,  ou  obtiendrait  l'inté- 
grale générale. 


»•••« 
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CHAPITRE  V. 

INTÉGRAnON  DES  ÉQUATIONS  HOMOGÈNES  ET  DE  UÉQUATION 
LINÉAIRE  PAR  LA  SÉPARATION  DES  VARIABLES. 


108.  On  parvient  quelquefois,  par  un  changement  de 
variables,  à  ramener  aux  quadratures  Tintégration  de  l'é- 
quation donnée,  c'est-à-dire  à  séparer  les  nouvelles  variables 
dans  l'équation  transformée. 

Considérons  d'abord  une  équation  homogène  quelconque 

Mr/x  +  Nflfj  =  o, 

c'est-à-dire  telle,  que  M  et  N  soient  des  fonctions  homo- 
gènes du  même  ordre  m  de  x^j-.  On  sait  qu'une  fonction 
homogène  de  l'ordre  m  des  variables  x,  y,  z, . . .  est  celle 
qui  se  trouve  multipliée  par  le  facteur  g"*^  quand  on  change 
respectivement  les  variables  en  gx^  gy^  gz^ 

Posons  jzzzux^  d'où  dy  =  u  dx  -h  x  du. 

Les  fonctions  M  et  N  seront  égales  à  x^  multiplié  par  des 
fonctions  de  u  ;  et  l'équation  divisée  par  af^  prend  la  forme 


ou 


ou 


¥  {u]dx  -^/(u)  {udc  -\'  xdu)=zOy 

[?{u)-\-uf{u)\dx-{-xf[u)du  =  o. 


dx  f(u)du         

T"*"F(ii)-f-i//(i/)""^' 


et  les  variables  sont  séparées. 
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On  en  déduit 


d'où 


^x^_  r    f(u)dH 


tf  désignant  une  fonction  connue. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  toutes  les  courbes  renfer- 
mées dans  cette  équation,  et  correspondant  aux  diverses 
valeurs  de  la  constante  c,  sont  semblables  et  ont  Torigine 
pour  centre  de  similitude. 

En  effet,  si  Ton  mène  par  ce  point  une  sécante  quel- 
conque, les  abscisses  des  points  de  rencontre  avec  ces  diffé- 
rentes courbes  sont  entre  elles  comme  les  valeurs  des  con- 

stantes  correspondantes,  puisque  le  rapport  ~  est  le  même; 

les  distances  à  l'origine  sont  donc  aussi  dans  le  rapport  de 
ces  constantes,  et,  par  conséquent,  toutes  ces  courbes  sont 
semblables  et  ont  l'origine  pour  centre  de  similitude. 

Le  premier  membre  est  devenu  une  différentielle  exacte, 
en  le  divisant  d'abord  par  x^,  puis  par 

x[F(«). -*-«/(«)],     ou     jcY(^^xf(iy 

Donc,  en  somme,  il  a  été  divisé  par  Mx  -j-  Ny. 

Ainsi  le  facteur  propre  à  rendre  le  premier  membre  im- 
médiatement intégrable  estr^r —•  Si  Mdj:H-  Nrfy  était 

une  différentielle  exacte,  r^ ^s—  et  i  seraient  deux  fac- 

teurs  qui  rendraient  le  premier  membre  intégrable;  leur 
rapport  serait  donc  égal  à  une  constante,  et  l'intégrale  géné- 
rale serait,  par  conséquent,  Mar  4-  Nj*  =  c. 

109.   L'expression  — rr-^  étant  une  différentielle 
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exacte,  la  condition  connue  conduit  à  Téquation 

^M  du  dli  dJH 

X -f-   Y  X  -\-  Y  

dx        ^   dy  dx  dy 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  fonction  homogène  M  du  degré  m, 
dU  dM. 


X h  Y 

,  ,  dx  dY  ^  ^ 

i  expression — ^  est  constante.  Un  en  connaîtra 

la  valeur  en  prenant  la  fonction  particulière  x^^  et  Ton 
trouve  m.  Donc  on  aura  généralement 

dM  dU 

X  — h  X  --—  ==  mM, 

ax  dy 

et  Ton  retrouve  ainsi  le  théorème  des  fonctions  homogènes. 

110.  Premier  exemple,  —  Soit 

(aar  -h  by)  dx  z=  (mx  -h  ny)  dy* 
En  posant 

yz=.ux^     d'où     dy=zudx -¥•  xdu^ 

Féquation  proposée  -f-  = '—  deviendra 

*  '^     ^  €lx        mx  -h  ny 

du        a-^bu  du        a^ib  —  m)u  —  nu^ 

U-3rX'--z= ,       ou      «-—  =  i '- 9 

eLe       m-^  nu  dx  m  -\-  nu 

d'où  Ton  tire 

dx  m  ^  nu 


du  \ 

X        a-hib — m)u  —  nu* 

les  variables  étant  séparées,  on  intégrera  les  deux  membres, 
ce  qui  n'offirira  aucune  difficulté.  On  remplacera  ensuite  u 

par  -9  et  l'on  aura  l'intégrale  générale  de  Téquation  pro- 

X 

posée. 
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1  tl .  Deuxième  exemple.  —  Soit 


xdjr  —  ydx  z=zdx  ^x*  -+■  y^ . 

Cette  équation  étant  encore  homogène  relativement  à  x 
etj^,  on  posera  j^=a  ux,  et  Ton  obtiendra,  toute  réduction 
faite, 

dx  du 


intégrant  les  deux  membres,  et  désignant  par  c  une  con* 
stante  arbitraire,  il  vient 


X 

c 

d'où 


log-  =log(«-f-  ^1  -r  u»). 


On  en  tire  successivement 
et  enfin 


112.  Troisième  exemple.  —  On  peut  quelquefois,  par 
une  transformation  simple,  rendre  homogène  une  équation 
qui  ne  Test  pas.  Soit,  par  exemple, 

(ax  -+-  ^/  -i-  m)  dx  =  [px  -+■  qy  4-  n)  dy\ 

pour  faire  disparaître  les  termes  indépendants  de  x  et  j^, 
soient 

X  =  «'-!-«,    jr=7'-|_6j     d'où     dx-=idx\     dy-r^dy'y 

et  déterminons  a  et  S  par  les  deux  conditions 

ûa -f- ft€  4- m=  o,    />«  4- <76 -h  n  =0, 
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qui  donnent 

nb  —  mq       ^       mp  —  rra 

€tq  —  op  aq  ^^  op 

et  supposons  d'abord  que  l'on  n'ait  pas  aq  —  bp  =z  o.  L'é- 
quation proposée  se  trouvera  ramenée  à  la  suivante  : 

qui  est  homogène,  et  que  l'on  intégrera  comme  précédem- 
ment; puis  on  remplacera  x'  et  j'  par  x —  a,  y —  S; 
mais  cette  transformation  serait  impossible  si  l'on  avait 
aq  —  bp'=z  o.  Dans  ce  cas,  l'équation  proposée  devient,  en 

remplaçant  q  par  sa  valeur  —  > 

(ax-h  bx){adx — pdjr)  =  a(ndj-  —  mdx). 

On  posera  alors 

dz  —  adx 

ax "{-  bjr  =  z,     d  où     dr  = 7 j 

o 

et  1  élimination  de  y  donnera 

(an  -h  pz)  dz 


adx  •==. 


an-l-  mb  -h  [b  H-T?)^' 


les  variables  étant  séparées,  le  problème  est  ramené  à  celui 
des  quadratures. 

Dans  le  cas  général,  on  aurait  encore  pu  rendre  l'équa- 
tion homogène,  en  posant 

ax  -{-  bjr  -h  m  =2 1,    px  'i-  qjr  ~{-  nr=z  u, 
d'où  Ton  tire 

qdt  —  h  du         ,  a  du  —  pdt 

dx=:i- — 5      dx=i' '-- — , 

aq  —  bp  aq  —  bp 

et  l'équation  proposée  se  trouve  transformée  dans  la  sui- 
vante, qui  est  homogène  : 

{pu  ^-  qt)  dtr=z[au  -î-  bt)  du. 
Calcul  inf.  D.  —  II.  II 
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113.  Prenons  pour  application  géométrique  une  question 
qui  a  beaucoup  occupé  les  géomètres  a  l'origine  du  Calcul 
intégral,  et  qu'ils  appelaient  le  problème  des  trajectoires. 
U  s'agit  de  trouver  une  courbe  qui  coupe,  sous  un  angle 
donné,  toutes  celles  qui  sont  renfermées  dans  une  équation 
donnée 

(i)  F{x,y,a)z=zo, 

dans  laquelle  le  paramètre  a  peut  prendre  toutes  les  valeurs 
possibles. 

Si  Ton  désigne  par  m  la  tangente  de  l'afligle  donné,  par 
jo\  y'  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  lieu,  et 
par  a  l'angle  que  forme  avec  l'axe  des  x  la  tangente  à  la 
courbe  donnée,  on  devra  avoir 


dy' 
(2)  m  = 


^,     -tanga 


dy' 
.,H._tanga 

Or  l'équation  (i)  donne 

daf 

df 
réquation  (a)  deviendra  donc 

■  dy*  dx"       dj/ 
et,  comme  on  a  en  même  temps 

F(a/,/,  a)  =  o, 


/dV        dF  rfr'\        U.M.  ^j 


si  Ton  élimine  a  entre  cette  équation  et  l'équation  (3),  on 
aura  une  équation  entre  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
<;onque  du  lieu. 

Examinons  en  particulier  le  cas  où  l'équation  (i)  est  de 
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la  forme  * 

(4)  ^=«^, 

on  aura 

et  l'éqaation  (3)  deviendra 

en  éliminant  a  entre  cette  équation  et  la  première,  on 
obtient 

(5)  ^[n»^pr^-nx^^py=.o, 

éqaatàoia  komogine  <ja  on  intégrera  sans  difficulté. 

1^  Supposons,  par  exem]^,  a  =  p  ss  i,  réquation  don- 
née (4)  derienft 

et  représente  toutes  les  droites  qui  passent  par  l'origine. 
Uétpiation  (5)  devient 

On  reconnaît  ici  que  le  premier  membre  devient  une  difie* 
rentielle  exacte,  en  la  divisant  par  x^  -^J^»  On  aura  donc^ 
en  intégrant, 

m  1  (x*  H-/')*  -—  arc  tang  -  =  c. 

Si  Ton  passe  à  des  coordonnées  polaires,  en  posant 

x=rcosO,     y  =  rsinÔ, 
on  trouve 

d'où 


r  =  e  *" 


l-4-e 

9 

II 
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OU,  en  faisant  e^  £=  c', 

On  obtient  ainsi  une  infinité  de  spirales  logarithmiques 
semblables,  ayant  le  même  point  asymptote. 

2°  Çupposons  m  =  00  ,  ce  qui  donne  des  trajectoires 
orthogonales^  l'équation  (5)  se  réduit  à 

«xH-/7^  — =  0, 

d*où  Ton  tire 

nx*  -h  pjr*  z=  c. 

Suivant  que  net  p  seront  de  mêmes  signes  ou  de  signes 
contraires,  cette  équation  donnera  une  infinité  d'ellipses 
ou  d'hyperboles  semblables,  et  qui  seront  les  seules  courbes 
Jouissant  de  la  propriété  de  couper  à  angle  droit  toutes  les 
paraboles  ou  les  hyperboles  renfermées  dans  l'équation 

Si  Ton  a,  de  plus,  n  =  /?  =  i ,  la  trajectoire  a  pour  équa- 
tion 

ce  qui  donne  un  cercle  quelconque  ayant  pour  centre  le 
point  de  concours  des  droites  représentées  par  l'équation 
donnée 

Sin=^  —  y?  =  I ,  les  courbes  données  ont  pour  équation 

;^-  =  - 1  et  sont  toutes  les  hyperboles  équilatères  ayant  pour 

asymptotes  les  axes  de  coordonnées.  Les  trajectoires  ont 
pour  équation  générale  x* — ^*=  c,  et  sont  toutes  les  hy- 
perboles équilatères  ayant  pour  asymptotes  les  bissectrices 
des  angles  des  asymptotes  des  premières. 
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114.  Équation  linéaire.  —  On  peut  encore,  par  un 
changement  de  variables ,  intégrer  Fëguation .  linéaire  du 
premier  ordre 

dy  -f-  X/  ite  +  X|  dlr  ==  o. 

Soit  j^  z=uz\  u  etz  étant  des  fonctions.de  x  indétermi- 
nées, on  aura  dy=  udz  -h  z  du^  et  en  substituant, 

«d!z  +  zdu  +Xa2<^  +  Xt<2ar=:o. 

On  peut  déterminer  d'abord  u  d'après  la  condition 
du  4-  Xu dx  =  o,  et  il  en  résultera  u  cfz  -h  Xt  dx  =  o.  Or 
les  yariables  se  séparent  dans  l'avant-demière,  en  divisant 

par  k;  ce  qui  donne h  X  dx  =  o. 

En  intégrant,  il  vient  logu  +/X  dx  =  o,  la  constante 
arbitraire  étant  comprise  dans  l'intégrale  indéfinie. 

On  tire  de  U  u  =  c^Stl^.^  substituant  dans  l'équation 
udi  -H  Xi rfoî  =:  o,  il  vient 

é'^^^dz-\'li,dx=zo,    d'où   z  =  — /X,</^^'£i:r  +  C, 

C  étant  la  constante  arbitraire  relative  a  la  nouvelle  inté- 
grale, qui  sera  prise  à  partir  de  telle  limite  que  l'on  voudra. 
On  aura  ainsi 

La  constante  arbitraire  de  fyidx  disparait  d'elle-même 
de  cette  expression,  et  il  n'en  reste  qu'une,  comme  cela  doit 
être.  On  retrouve  ainsi  l'intégrale  déjà  donnée  par  une 
autre  métbode. 

lis.  Equation  de  Bemoulli.  —  On  peut  ramener  à 
l'équation  linéaire  la  suivante,  qui  a  été  traitée  d'abord  par 
Jacques  Bemoulli  : 
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Si  Ton  pose 

z=jr"">     à'oh    x=z  ",     et,  par  suite,     û[r  = *  *     ^*' 

on  trouve,  en  substituant  dans  la  proposée  et  réduisant, 

dz  —  nlLz  âx  -t-  /iXi  <ir  r=  o, 

équation  linéaire  dont  l'intégrale  est,  d'après  la  formule 
précédente, 

z  =  e-rx*- (C  -  «/X.  r^'»*')  =  ^. 

La  valeur  de  j^  s'en  déduit  immédiatement. 

On  peut  arriver  au  même  résukat  par  unfi  «ulre  tnaifi£Mr* 
mation,  déjà  employée  pour  Téquation  linéaire. 

Soitj^  =  i/r-,  Féquatîon  proposée  devient 

udt-h  zdu  -h  'SL.uzdjtzzzlLi  «*■♦•' sf***^  dx^ 
et  peut  se  partager  dans  les  deux  suivantes  : 

dz -h  Tiz djc  z=z  o,     rf^  =  X|tt*^*^^; 

d'au  Ton  tire 


^_,^-/Xrfx 


,  «-"=-«(  r*x,tf~"^"'rf*-+-cj[» 


rintégralé  fXdx  étant  indéfinie.  On  en  déduit 


^  -/Xda- 


:::;=-«^ 
^ 


f  C''li,e"'^^^dx'^c\. 


La  constante  introduite  par  /X  ^o:  disparait  éf  Mboimari^ 
de  sorte  qu  on  peut  prendre  cette  intégrale  à  partir  d'une 
videur  quelciMiqvK  ;  ^  ne  conliezidr«done  qait  la  seule  eon- 
stamte  C. 

Remarque.  —  On  peut  quelquefois  déterminer  Fînté- 
grale  générale  d'une  équation  du  premier  ordre,  dont  on 
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connait  tme  intégrale  particulière,  au  moyen  d'une  trans- 
formation très-simple,  employée  par  Euler. 
Soit,  par  exemple, 

Cette  équation  a  de  phis  que  la  précédente  le  terme  X|  dx  ^ 
mais  l'exposant  n  +  i  a  la  valeur  particulière  2.  Supposons 
que  z  soit  une  fonction  de  x  qui  satisfasse  à  cette  équation 
sans  renfermer  de  constante  arbitraire,  et  posons  j^=  s  -h  a, 
u  étant  une  fonction  inconnue  de  x.  En  ayant  égard  à  Té- 
quatîon 

éz,  -^  Xs  ilar  =  Xi  z*  </<x  +  X<  dx^ 

qui  a  lieu  par  hypothèse,  il  restera 

ifc  -f-  (X —  2i2Xi)K<£r=:X|  lÊ?dx., 

Cette  équation  étant  renfermée  dans  celle  qui  vient  d'être 
intégrée,  on  en  tirera  la  valeur  de  u,  avec  une  constante 
arbitraire,  et  l'on  connaîtra,  par  suite,  la  valeur  générale 
dej. 

Si  l'on  n'avait  pas  ;z  4-  i  =  a ,  la  même  substitution 
ferait  encore  disparaître  1L%  dx^  mais  elle  introduirait  de 
nouvelles  puissances  de  y  qui  ne  permettraient  plus  d'in- 
tégrer la  tranaformée» 


■M»  M  ■ 
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CHAPITRE  VI. 

ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE,  DANS  LESQUELLES 

LA  DÉRIVÉE  ENTRE 
A  UN  DEGRÉ  SUPÉRIEUR  AU  PREMIER. 


116.  Si  réquation  renfenne  -f-  à  des  puissances  supé- 

rieures  à  la  première,  et  qu'elle  puisse  être  résolue  par  rap- 
port à  cette  quantité,  on  aura  ainsi  plusieurs  équations  de  la 
forme  Prfx  4-  Qrf^  =  o  que  Ton  tâchera  d'intégrer.  Soient 
?  («^r,  y^  c)  =  o,  9i  (ar,  y\  c')  =  o, . . .  ces  diverses  inté- 
grales, dans  lesquelles  c,  c^...  désignent  des  constantes  ar- 
bitraires^ toutes  les  solutions  de  Téquation  proposée  seront 
renfermées  dans  la  suivante  : 

?(^»jr»  ^)  fil*»  y^  ^)- . .  =  o. 

On  pourra  effectuer  les  calculs  en  considérant  la  constante  c 
comme  la  même  dans  les  différents  facteurs  \  car,  comme  ils 
ne  doivent  être  égalés  à  zéro  que  séparément,  on  n'altère  en 
rien  les  solutions  en  représentant  les  constantes  par  la  même 
lettre. 

Soit,  par  exemple, 

^V_a'  =  o,     d'où     $:  =  ±a; 
dx)  dx 

OTi  aura  les  deux  intégrales 

et  l'intégrale  complète  sera 

(r  —  ««  -h  c)  (^  4-  «jc  ■--  c')  =  o. 


(; 
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OU,  ce  qui  est  plus  simple,  sans  être  moins  général, 

(^  — 7  fl  jr  —  c)  (/  H-  ax  —  c)  =  o,     OU     {x  —  cy  —  a^x^  =  o. 
Supposons  plus  généralement 


F 


m- 


et  soit  a  une  racine  quelconque  de  Téquation  F  (z)  =  o;  on 
satisfera  à  la  proposée  en  posant 

dy  y  —  c 

-7-  =  a,      ou     y  =  ax  4-  c,      ou      ^ =  a. 

dx         '  ''  '  X 

On  a  donc,  pour  une  intégrale  quelconque. 


f-:-1=- 


et,  par  conséquent,  cette  dernière  équation  est  l'intégrale 
complète  de  la  proposée. 

117.  Soit  maintenant  une  équation  différentielle  de  degré 
quelconque,  homogène  par  rapport  à  x,  j", 


)Vp 

■(£)(£)"-■ 

Oo  posera 

X 

dou 

k 

djr  =^xdu-\-  u  dxj 

et 

dy                    du 
dx                    dx 

(i)=»- 


La  proposée  devient  ainsi 


tt-hx  — 1    -f-F(a)  (11 -f-x—j       -h. .  .4-/(11)  =  0, 


ijo  Lins  !▼» 

du 

et  il  en  résulte  m  valeurs  de  u  +  x  -r  en  fonction  de  u. 

or 

Pour  chacune  d'elles  on  aura  une  équation  de  la  forme 

du         ,   . 

d'où  Ton  tire 

dx  du 


et  les  variables  sont  séparées. 

118.  Lorsque  l'équation  ne  peut  être  résolue  par  rapport 

dx 

â  --9  et  qu'elle  peut  l'être  par  rapport  à  ^  ou  x,  on  a  à 

considérer  l'une  des  deux  formes  générales 

y  =  F(x,/?),     *=  F(7,  p), 

p  désignant  le  rapport  diflërentîel  ^-  Dans  Tun  et  Tantre 

cas,  la  diflférentiation  conduit  à  une  équation  du  premier 
ordre  entre  deux  variables  ^  et  x,  ou  p  et  y.  Si  Ton  peut  en 
trouver  une  intégrale  première  dans  laquelle  ne  rentre  pas 
la  proposée,  on  éliminera  p  entre  elle  et  l'équatioik  propo- 
sée, et  l'on  aura  l'intégrale  générale  cherchée.  Ce  procédé 
conduit  à  une  simple  quadratui*e  lorsque  le  second  membre 
ne  contient  que  la  variable  p. 

119.  Si  l'équation  a  la  forme 

p  =  .r  F  (/?)+/(/>), 

la  différentiation  donne 

^  <£r  =  F  (/>)  <ir  -Har  F'  ^p)  dp  -^-f  (p)  dp. 

Cette  équation,  étant  du  second  ordre,  a  deux  intégrales  du 
premier  :  l'une,  qui  coïnciderait  avec  la  proposée  augmen- 
tée d'une  constante;  l'autre  que  l'on,  obtiendra  par  de 
simples  quadratures,  en  observant  que  cette  équation  est 
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linëôre  par  riqpport  à  jr  et  doc»  ÉKmiBaiit  /^  CBtre  cette  in- 
t%rale  et  l'ëquctioa  ckiime,  on  aura  Fintégrale  généialey 
et  l'on  en  dédwni  liss  intégrale»  sîngiilîèresd'apKàs  U  tkéocir 


i20.  Dansleeasparticttlier  oiiF(/')=^Pr  ona 
en  difierentiant,  il  vient 

équation  à  laquelle  on  satisfait  de  deux  manière». 

Si  Ton  pose  dp  =ro,  il  vient  p  s=  c,  et  ëlisisnmt 79^  on  a, 
pour  Fint^ale  générale, 

Si  Ton  pose  a:  +  jT'  {p)  =  o,  et  que  Ton  élimine  p  entre 
cette  équation  et  la  proposée,  on  aura  Tintégrale  singulière  ^ 
car  la  valeur  de  p  tirée  de  la  dernière  équation  sera  une 
fonction  de  x,  et  Téllmination  conduira  au  mènie  résultat 
qu'en  substituant  cette  fonction  de  x  à  c  dans  l'intégrale 
générale  :  la  solution  qu'on  obtient  ne  résulte  donc  pas 
d'une  valeur  particulière  attribuée  à  la  constante. 

On  voit  d'ailleurs  qu'éliminer  p  entre  x  -h/*'  (p)  =  o  et 
jr  =px  +jf  (p)  revient  à  éliminer  c  entre 

et  comme  x  -hf!  (c)  est  la  dérivée  de  ex  H-/(c),  par  rap- 
port à  c,  on  parviendra  à  la  solution  singulière  de  l'équation 
dont  j^  =  ex  -+-/*(c)  est  l'intégrale  générale.    . 

121 .  Nous  allons  appliquer  à  la  résolution  de  quelques 
questions  géométriques  le  procédé  que  nous  venons  de  faire 
connaître. 
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Soit  proposé  de  trouver  une  courbe  telle,  que  le  produit 
des  perpendiculaires  abaissées  de  deux  points  fixes  sur 
une  quelconque  de  ses  tangentes  soit  constant. 

Désignons  par  ac  la  distance  de  ses  deux  points,  et  par  b^ 
le  produit  des  perpendiculaires  \  prenons  pour  origine  le 
milieu  entre  les  deux  points  donnés,  et  pour  axe  des  x  la 
droite  qui  les  joint  :  la  condition  donnée  conduira  immé- 
diatement à  Téquation 

(r  —  p^V  —  c^p'  __._.-  ^î 

le  signe  supérieur  correspondant  au  cas  où  les  deux  points 
sont  d'un  même  côté  de  la  tangente,  et  le  signe  inférieur 
à  celui  où  ils  sont  de  côtés  différents.  On  tire  de  cette  équa- 
tion 


(i)  ^z=px-h  s/{c'±b')p^±:0^'y 

ce  qui  est  un  cas  particulier  de  Téquation 

jrz=zpjs-h/{p).    . 

En  suivant  la  marche  indiquée  généralement,  on  trouve 

(2)  dp  \x  -h  — :g.!!!^  ^'^       1  =0; 

posant  dp  =  o^  d'où  p=^  a^  a  désignant  une  constante 
arbitraire,  puis  éliminant  p  entre  cette  dernière  équation 
et  Téquation  (i),  on  aura  l'intégrale  générale 

qui  représente  une  infinité  de  droites,  tangentes  à  la  courbe 
ayant  pour  équation 

(3)  (<:»±:6»)^»±:6»jc»  =  ±(c»d:ft«)^; 

d'où  l'on  peut  déjà  conclure  que  cette  courbe  est  la  solution 
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singulière,  puisqu'elle  est  l'enveloppe  des  intégrales  parti- 
culières. 

Dans  le  cas  où  Ton  prend  les  signes  supérieurs,  elle  n'est 
autre  chose  qu'une  ellipse  dont  les  foyers  sont  les  deux 
points  donnes,  et  dont  le  petit  axe  est  égal  à  2i.  Si  Ion 
prend  les  signes  inférieurs,  les  deux  points  étant  de  côtés 
différents  de  la  tangente,  les  perpendiculaires  sont  respec- 
tivement moindres  que  les  segments  de  la  droite  égale  à  2c, 
d'où  résulte  c  >>  i.  La  courbe  est  donc  alors  une  hyperbole 
ayant  pour  foyers  les  deux  points  donnés,  et  pour  axe  ima- 
ginaire 2i. 

Le  second  facteur  de  l'équation  (2)  doit  aussi  donner  la 
solution  singulière,  comme  cela  a  été  démontré  générale- 
ment. En  l'égalant  A  zéro,  on  a 

(4)  .   *  -f-  — ^   -  '—  =  o. 

Éliminant  p  entre  les  équations  (i)  et  (4),  on  retrouve 
l'équation  (3),  comme  cela  devait  être. 

Dans  cette  question,  la  courbe  que  l'on  avait  en  vue  de 
déterminer  est  donnée,  non  par  l'intégrale  générale ,  mais 
par  la  solution  singulière;  ce  qui  montre  que  cette  dernière 
doit  toujours  être  cherchée  avec  le  même  soin  que  la  pre- 
mière. 

122.  On  donne  deux  parallèles,  et  sur  chacune  d'elles 
un  point  fixe;  et  l'on  demande  l'équation  de  la  courbe 
telle,  qu'en  lui  menant  une  tangente  quelconque ,  les 
segments  déterminés  sur  chaque  parallèle  entre  le  point 
fixe  et  le  point  de  rencontre  a\fec  la  tangente  donnent  un 
produit  constant  b*. 

Soit  2a  la  droite  qui  joint  les  deux  points  fixes;  prenons 
l'origine  en  son  milieu,  l'axe  des  x  suivant  sa  direction,  et 
l'axe  des^  parallèle  aux  deux  lignes  données'. 
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La  oondîtiaii  <kiiiiiëe  fonmit  l'équation 

ix  —F^y — «'/^' = ±  *'• 

Le  tt^M  +  4u  «eoond  membre  se  rapporte  au  4aB  ou  la 

deux  segments  serueni  d'wa  même  câté  de  l'axe  des  x,  et 

le  m^ne  —  au  cas  ^  ils  seraient  de  oètës  diffà 

fht  tire  de  oette  é^iuâiom. 

d'oA)  en  diffîrentiant, 


On  aura  Tintëgrale  générale  en  posant 


~  =  o,    d  où    p  =  a, 


a  désignant  une  constante  arbitraire,  et  substituant  a  k  p 
dans  l'équation  différentielle  de  la  courbe^  ce  qui  donne 


On  aura  la  solution  singulière  en  éliminant  p  entre  Téqua- 
tion  différentielle  delà  courbe  et  la  suivante  : 

X  -h  ^         =  o, 

'Ce  caloul  conduit  à  réquatkxn 

qui  représente  une  dlipse  on  «ne  byperbule,  rapportée  à 
un  système  de  diamètres  conjugués,  suivamqnel'enpiend 
les  signes  «upérienrs  on  les  signes  infibieucs* 

L'intégrale  générdle  rqirésenle  tontes  les  Uagentes  à 
l'une  ou  à  l'autre  decei  deux  œurbes* 


I 
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1S3.  Propocoiu-B<Hi§  encore  de  déterminer  ia  courbe 
ieUe,  4fMie  la  partie  de  chacune  de  ses  tangentes  iater- 
ceptée  entre  deux  droites  rectangulaires  soit  égale  à  une 
quantilé  donnée  a. 

En  prenant  les  deux  droites  rectangiilama  pour  aiœt  de 
oo«rdosnéeB,  on  est  condnit  à  l^igiitticn 

ap 

le  radical  confortant  le  double  signe.  On  trouve,  en  la  dif- 
férentiant, 


L'intégrale  générale  sera,  en  désignant  par  c  ime  constante 
arbitraire, 


ae 

y  zncx  -\- 


on  obtiendra  la  solution  singulière  en  éliminant  p  entre 
Téquation  différentielle  de  la  courbe  et  la  suivante  ; 

a 

X  H j  =  O, 

On  tirera  d'abord 

(,-4-;.)i=-(f)', 

qui,  remis  dans  la  première,  donne 

tirant  de  là  la  valeur  de  p^  et  la  substituant  dans  la  précé- 
dente, on  parvient  k  l'équation 

%.       1.        1. 
dont  la  •discnsuon  est  trèa-facile. 


% 
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Nous  allons  démontrer  maintenant  que  cette  courbe  n'est 
autre  que  répicycloïde  qui  serait  engendrée  par  un  point 

d'un  cercle  ayant  pour  rayon  j  et  roulant  intérieurement 

sur  un  cercle  de  rayon  a. 

En  effet,  soit  OB  {fig-  5)  un  rayon  quelconque  d'un 
cercle  ayant  pour  rayon  a  \  décrivons  un  cercle  qui  ait  pour 
diamètre  BC,  moitié  de  OB,  et  prenons  l'arc  BM  égal  à 
l'arc  BA,  A  étant  un  point  fixe  du  premier  cercle  :  le  point  M 
appartiendra  à  l'épicycloïde  en  question,  et  îl  s'agît  de  prou- 
ver que  la  partie  de  sa  tangente  au  point  quelconque  M, 
qui  sera  comprise  dans  l'angle  droit  YOX,  est  égale  à  a. 

Or,  la  normale  à  cette  courbe  étant  BM,  la  tangente  sera 
MC,  et  il  faut  prouver  que  Ton  a  LN  =  a. 

Remarquons  pour  cela  que,  d'après  la  théorie  de  la  me- 
sure des  aqgles,  et  la  condition  AB  =  BM,  l'angle  BCM 
est  double  de  NOC ,  et  par  conséquent  NOC  =  CNO  5  d'où 
CN==CO. 

On  prouverait  de  même  que  l'angle  LCB  est  double  de 
LOC,  et  que,  par  conséquent,  LOC  =  OLC,  d'où.  LC  =  OC 
et,  par  conséquent,  LN  =  a  ^  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

124.  Equation  différentielle  de  la  développante  du 
cercle.  Son  intégration,  —  Désignant  par  «,  6  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  d'une  courbe  quelconque, 
et  par  x,  y  celles  du  point  correspondant  de  sa  dévelop- 
pante, on  aura  les  deux  équations 

dy da.        dçL       a  —  x 

•      i^^  •^~-  -  '     «       — -  r^^ —  • 

€ix  </6        d^        6  —  j' 

Dans  le  cas  où  la  première  courbe  est  un  cercle,  on  a 

et  on  aura  l'équation  de  sa  développante  en  éliminant  a  et  6 
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entre  ces  trois  équations.  La  dernière  donne 

doi  a 

« 

qui,  combinée  avec  la  seconde,  donne 

ax  -h  6^  =  a*. 
La  première  devient 

ax 

et  l'élimination  de  a  et  6  conduit  facilement  à  l'équation  du 
second  degré 

(i)  {xdr-^fdxyz=a^dx^-^dx% 

qui ,  résolue  par  rapport  à  jr^  pourrait  être  traitée  par  la 
méthode  précédemment  indiquée ,  calcul  que  nous  n'effec- 
tuerons pas.  On  en  déduit  d'abord  une  relation  très-simple 
entre  l'arc  s  et  le  rayon  vecteur  r  mené  du  centre.  En  effet, 
puisque  j:*-î-j*=  r*,  on  a 

X  dx  -h  jr  djr  =  rdr  -f 

de  plus 

da^-hdyzzids^  : 

OU  obtient  donc  immédiatement 

rdrr=za  ds, 

équation  que  Ton  trouve  directement  par  la  figure;  d'où 
résulte 

Si  l'on  fait  commencer  les  arcs  à  partir  de  la  naissance  de 
la  développante,  on  aura  r  =  a  pour  ^  =  o  ;  donc 

C  =  a'     et     r'  =:  2aj  4-  «*. 

On  obtient  une  autre  formule  simple  entre  l'arc  de  la  déve- 

Cak.in/.D.— IL  13 
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loppante  et  son  rayon  de  courbure  p^  qui  n'est  autre  cliose 
que  Tare  correspondant  du  cercle.  En  effet,  on  a  un  triangle 
rectangle  formé  par  le  rayon  vecteur  de  la  développante,  la 
tangente  au  cercle,  qui  est  le  rayon  de  courbure,  et  le  rayon 
du  cercle,  d'où  résulte 

r»  =r  p»  H-  fl% 

et,  par  suite, 

p'  r=  2  as. 

Maintenant,  pour  intégrer  l'équation  (i),  nous  la  trans- 
formerons en  coordonnées  polaires  ;  elle  devient  alors 

d'où  l'on  tire 


dr  Jr*  —  a^ 

dB=:  — 1 , 

ar 

et,  en  intégrant, 

0  =  -  i/r'—  a'  +  arc sin  — h C; 

a  ^  r 

faisant  commencer  les  angles  au  rayon  vecteur  égal  à  a, 
on  a 

/^  'T  A       '    r; ;  <* 

L  = et     0  =  —  i/'  — 0}  —  arecos— 9 

2  a  '  r 

équation  que  l'on  trouve  à  la  seule  inspection  de  la  figure. 
On  peut  déduire  Téquation  entre  x  e\,  y  en  la  mettant 
d'abord  sous  la  forme 


a 


0  -+-  arc  ces  -  =  -  \Ia^  +  7"^  —  a', 
r        a 

puis  prenant  successivement  le  sinus  et  le  cosinus  des  deux 
membres  -,  on  obtient  ainsi 


rt   .   ^  ^     I        à*        .1    , 

-smO -f- cosôi/  I j  =  sm  -  y  j;^  H- ^" — a*- 

-  cosô  *-  sinô  i /  1 =  ces -4/ 


.r'  -h  /■'  —  a^* 
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Multipliant  la  première  par  sind ,  la  seconde  par  gosO  ,  et 
ajoutant,  on  trouve  -  pour  premier  membre,  et,  multipliant 
par  r,  on  obtient 

JTCOS-  i/jf'-f- r' —  à*  +  rsin-  Jx^-hr* —  a'  =  a, 
a  ^  a  ^ 

équation  que  Ton  trouverait  directement,  comme  nous  l'a- 
vons déjà  dit,  n^  84,  en  projetant  l'abscisse  et  l'ordomiée 
sur  le  rayon  mené  au  point  de  contact  du  cercle  et  de  la 
tangente  mobile* 


12^ 
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CHAPITRE  VIL 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES, 


125.  La  première  question  que  nous  avons  traitée  dans 
le  Calcul  intégral  a  eu  pour  objet  de  trouver  une  fonction 
d'une  seule  variable ,  lorsqu'on  connaît  l'expression  de  sa 
difiérentielle  au  moyen  de  cette  variable  seulement.  Nous 
avons  considéré  ensuite  les  fonctions  de  plusieurs  variables 
indépendantes,  et  nous  nous  sommes  proposé  de  les  déter* 
miner,  connaissant  l'expression  de  leur  différentielle  totale, 
ou,  en  d'autres  termes,  de  toutes  leurs  dérivées  partielles 
du  premier  ordre.  Revenant  ensuite  au  premier  problème, 
nous  l'avons  étendu  au  cas  où  la  différentielle  par  rapport 
à  la  variable  indépendante  unique  renfermait  dans  son  ex< 
pression  la  fonction  elle-même  mêlée  avec  la  variable  indé- 
pendante :  c'est  ce  qui  constitue  l'intégration  des  équations 
différentielles  à  deux  variables.  Nous  allons  maintenant 
étendre  de  la  même  manière  le  second  problème,  et  sup- 
poser que  la  différentielle  totale  de  la  fonction  inconnue  de 
plusieurs  variables  indépendantes  renferme  la  fonction 
mêlée  avec  ces  variables.  Les  équations  qui  donnent  une 
pareille  expression  à  la  différentielle  de  la  fonction  cherchée 
se  nomment  équations  différentielles  totales.  Nous  nous 
bornerons  à  celles  qui  renferment  trois  variables. 

Leur  forme  la  plus  générale  est 

(l)     Prfr-f-Q«Çr-T-Rrf«  =  o,     ou     dx^-^^dy-^^dz; 
X  sera  considéré  comme  la  fonction  des  variables  indépen- 
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dantes  j-,  z^  et  la  difTérentielle  totale  de  x  renfermera  à  la 

fois  cette  fonction  et  les  variables  indépendantes,  P,  Q,  R 

étant  des  fonctions  quelconques  de  x^y^  z. 

Si  l'on  connaissait  la  valeur  de  x  en  ^  et  z,  en  la  remet- 

O  R 

tant  dans  ces  trois  fonctions,  —  ^  et  —  -^  seraient  identi- 

JL  JL 

quement  les  dérivées  partielles  de  x  par  rapport  ky  et  z. 
Donc,  d'abord,  si  l'on  cherche  la  fonction  la  plus  générale 
de  jr  qui  satisfasse  A  la  condition  que  sa  dérivée,  par  rap- 
port à  jTy  soit  —  n^  ^  étant  considéré  comme  une  constante, 

la  valeur  cherchée  de  x  sera  renfermée  dans  celle  que  Ton 
aura  ainsi  déterminée  ]  et  il  ne  restera  plus  qu'à  l'assujettir 
à  satisfaire  à  la  seconde  condition. 

Il  faut  donc  d'abord  intégrer  l'équation 

^  Q 

^-  =  — -p^j  ou  Pd:r-hQ^^  =  o, 

dans  laquelle  z  est  une  constante.  Ce  problème  rentre  dans 
la  théorie  précédente;  et,  en  le  supposant  résolu,  on  aura 
une  équation  U  =  o  entre  x,  j^,  z,  C  ;  C  désignant  une 
quantité  arbitraire ,  indépendante  de  x,  j^,  mais  qui  peut 
renfermer  z  d'une  manière  quelconque  ;  et  il  s'agit  main- 
tenant de  déterminer  C,  s'il  est  possible,  de  manière  que 
la  dérivée  partielle  de  ar,  par  rapport  à  z,  soit  identique- 

ment  —  p-*  an  moins,  lorsqu'on  aura  substitué  à  a:  sa  valeur 

tirée  de  U  =  o. 

Différentiant  l'équation  U  =  o,  en  traitant  j-  comme 
constant,  il  vient 

dV       dU  /dx\       dV  dC 


m 


dz"^  dx  \dz)  '^  dC  d»'"  ^' 
et  substituant  à  ^  1«  valeur  —  —  qu'il  doit  avoir,  il  sera 
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nécessaire  et  suffisant  de  satisfaire  à  l'équation 

dV       K  dV      dV  fiC 
^    '  dz        P  dx        dC   dz 

dans  laquelle  x  est  censé  remplacé  par  sa  valeur. 

Mais,  comme  C  ne  doil  pas  renfermer  y^  il  est  néces- 
saire que  la  substitution  de  x  dans  cette  équation  en  fasse 
disparaître  j^.  Si  cela  n'a  pas  lieu,  le  problème  est  impos- 
sible; et,  si  cela  a  lieu,  on  a  une  équation  différentielle  du 
premier  ordre  entre  C  et  z.  Son  intégrale  générale  renfer- 
mera une  constante  arbitraire  ;  et  reportant  la  valeur  de  G, 
qu'on  en  déduira,  dans  Téquation  U  =  o,  on  aura  l'équation 
qui  détermine  x  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions 
proposées. 

On  voit  que  la  question  n'est  pas  toujours  susceptible 
d'une  solution,  et  que,  quand  elle  en  a  une,  l'intégrale  est 
donnée  par  une  équation  entre  a:,  j',  z,  qui  renferme  une 
constante  arbitraire,  et  que  Ton  obtient  par  l'intégration 
de  deux  équations  du  premier  ordre,  à  deux  variables. 

126.  U  suit  de  là  que,  quand  la  question  proposée  est 
possible,  l'équation  différentielle  résulte  de  l'élimination 
dune  constante  arbitraire  entre  une  équation  à  trois  va- 
riables et  sa  différentielle  totale  égalée  à  zéro  5  et  cette  con- 
sidération va  nous  conduire  à  une  proposition  importante* 

Soit  V  =  C  l'intégrale  de  l'équation  (i)  résolue  par  rap- 
port à  la  constante  arbitraire  C.  En  la  différentîant,  l'éli- 
mination de  C  se  trouvera  effectuée,  et  le  résultat  sera 
identiquement  le  même  que  si  l'élimination  s'était  faite 
autrement. 

L'équation 

dx  djr  dz 
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devra  donc  être  identique  avec  Técpiation  (i),  lorsqu'on 
aura  réduit  le  coefficient  de  la  même  différentielle,  par 
exemple  de  dx^  k  avoir  la  même  valeur  de  part  et  d'autre. 

£y 

Multipliant  donc  l'équation  (i)  par —9  elle  deviendra 

identique  avec  (3),  et  son  premier  membre  sera,  par  consé- 
quent  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  Y  des  trois 
variables  indépendantes  x,  ^,  z.  D'où  se  tire  cette  consé- 
quence, que,  lorsque  la  question  admet  une  solution,  le 
premier  membre  de  l'équation  donnée  de\fient  une  diffé- 
rentielle exacte  quand  on  le  multiplie  par  une  certaine 
fonction  des  trois  variables. 

Soit  p.  le  facteur  tel,  que  fxP  dx  -+-  /xQ  dj^-f-  ^R  dz  soit 
une  différentielle  exacte  \  on  aura  les  trois  conditions  sui- 
vantes : 

dy  dx  dz  dx  dz  dy 

ou,  en  les  développant, 

rfP       ^d\K  >       dO       ^da 

dz  dz  dx  (Iv 

dO        ^da  ^R        ^  dtt 

Si  Ton  multiplie  la  première  par  R,  la  deuxième  par — Q, 
la  troisième  par  P,  qu'on  les  ajoute  ensuite  et  que  l'on  sup- 
prime le  facteur  jx,  on  devra  avoir  identiquement 

s  sera  donc  inutile  de  chercher  à  résoudre  la  question  quand 
cette  identité,  facile  à  vérifier,  n'aura  pas  lieu. 
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Réciproquement,  toutes  les  fois  qu'elle  aura  lieu,  la  ques- 
tion admet  une  solution;  car  nous  allons  démontrer  que, 
dans  ce  cas,  le  premier  membre  de  Téquation  (a)  devient 
indépendant  àey  quand  on  en  élimine  x. 

Mais,  pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  que 
Téquation  U  =  o  ait  été  résolue  par  rapport  à  la  constante 
C,  et  soit  remplacée  par  U  =  C,  ce  qui  ne  changera  rien 
aux  conditions.  L'équation  (  2  )  se  change  alors  en  la  sui- 
vante : 

dV  dx        dC  _ 

et  il  faut  toujours  que  la  substitution  de  x  en  fasse  dis- 
paraître J-. 

Soit  u  le  facteur  qui  rend  'Pdx  +  Qdy  différentielle 
exacte;  on  a 

pFdx  -h  pQflf^  =3 </D 
et 

^      dV        ^      dJJ 
dx  dy 

La  quantité  qui  ne  doit  plus  renfermer  y  est 

d^ 
dV      ^  dx  dV        ^ 

et  il  suffit  d'exprimer  que  sa  dérivée  par  rapport  à  j-  est 
nulle,  en  considérant  x  comme  une  fonction  àejr^  dont  la 

dérivée  partielle  par  rapport  à^  est  —  -•  On  obtient  ainsi 

dzdj^       dzdxV       ^\dy         dx  F )  \dx        dxFj'^^' 

En  multipliant  par  P  et  observant  que  —  =  mQ,  et 

1/ 
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—  =  l'P,  les  deux  premiers  termes  deviennent 
ou,  en  développant, 


{'§- 


et    la    dernière    partie   R(Py Qt")    ^®   réduit   k 

"Ru  l  -j^  —  —  j  :  la  condition  précédente  devient  donc,  en 
supprimant  le  facteur  commun  i/, 

équation  qui  ne  dîflere  pas  de  l'équation  (4)-  Donc  cette 
équation,  déjà  démontrée  nécessaire,  est  en  même  temps 
suffisante  pour  que  la  question  proposée  admette  une  so- 
lution. 

On  procéderait  d'une  manière  semblable  dans  le  cas  où 
le  nombre  des  variables  serait  plus  grand. 


■w  — 
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CHAPITRE  VIII. 

DES  ÉQUATIONS  UNÉAIRES  D'UN  ORDRE  QUELCONQUE. 


127.  On  appelle  ainsi  celles  dans  lesquelles  la  fonction 
cherchée  et  ses  dérivées  jusqu'à  Tordre  m  n'entrent  qu'au 
premier  degré,  et  ne  se  multiplient  pas  entre  elles.  Leur 
forme  générale  est 

A, . . . ,  U,  V  étant  des  fonctions  quelconques  de  a:.  Ces 
équations  jouissent  d'une  propriété  remarquable ,  lorsque 
le  dernier  terme  V  manque.  Elle  consiste  en  ce  que  la 
somme  de  plusieurs  solutions  forme  encore  une  solution  de 
la  même  équation. 

Soit,  en  e£fet,  l'équation 

^    ^  dx'"  dx'*'-'  dx  -^ 

Si  /i,  j^t,. .  •  7  J'ai  ^^^^  d<^^  fonctions  qui  satisfassent  à  cette 
équation,  on  aura 

r/*  r j        ^  rf"— '  r»  ^  dy^       ^ 


Ajoutant  ces  équations,  on  aura  le  même  résultat  que 
si  l'on  substituait  jy"i  H-^t  H-  •  •  •  "HjKlm  à  jr  dans  (a).  Donc 
la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  de  x  qui 
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satisfont  à  l'équation  {ol)  forme  encore  une  solution  de 
cette  équation;  et,  par  conséquent,  si  l'on  connaissait  un 
nombre  m  d* intégrales  particulières  renfermant  chacune 
ttne  constante  arbitraire,  leur  somme  serait  l'intégrale 
générale. 

On  observera  d'ailleurs  que,  sî  une  valeur  de^est  connue, 
on  peut  la  multiplier  par  une  constante  arbitraire,  %ans  ^ 
qu'elle  cesse  de  satisfaire  \  de  sorte  que,  si  les  m  fonctions 
Yt^  J^^i"  •  •^  Jm.  satisfont  à  Téquation  (2),  son  intégrale 
générale  sera 

Cl,  Cs,...,  Cm  désignant  des  constantes  arbitraires,  et  en  sup- 
posant qu'on  puisse  les  déterminer  de  manière  que,  pour 

une  valeur  quelconque  de  x,  les  valeurs  de  y^   * 
soient  tout  à  fait  arbitraires. 


.,..., 


dx         dj^-' 


(28.  Lorsque  Ton  aura  à  intégrer  l'équation  (i),  on  com- 
mencera par  cbercher  à  intégrer  l'équation  (2)  qui  est  plus 
facile.  Si  l'on  y  peut  parvenir  complètement,  nous  allons 
montrer  comment  on  en  peut  déduire  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (i). 

Soit 

r  ==  ^iji  -+-<?îrî  +•  •  •  -*-  <^mym 

l'intégrale  générale  de  l'équation  (2)  quand  on  considère 
Cl,  Cf,. . .,  c^t  comme  des  constantes  arbitraires.  Il  est  évi- 
dent qu'on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  substituer  à 
ces  constantes  des  fonctions  de  x  telles,  que  l'on  obtienne 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (i);  et  nous  allons  voir 
que  l'on  peut  en  avoir  une  détermination  qui  n'exige  que  de 
simples  quadratures. 

En  différentiant  l'expression  ci-dessus,  on  obtient 

dx^=c^dy^'^ct  dy-i  4-...-Hc«  dy^-^Jx  ^i-H/,<fcs  -4-...-h7«<fc«. 
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Or  on  peut  assujettir  C|,  Ctvi  ^«  ^  la  condition 
et  il  en  résulte 

^  =  Ci  dxi  H-  c,  £/j,  -4- . . .  -f-c«  dy^. 

On  difTërentiera  cette  nouvelle  équation,  et  Ton  égalera 
encore  à  zéro  l'ensemble  des  termes  qui  contiendront  les 
différentielles  dcy^dc^^...^  dc^\  et  l'on  continuera  ainsi 
jusqu'à  d^^^y  inclusivement  :  on  aura ,  de  cette  manière, 
m  —  I  équations  entre  les  différentielles  rfc|,  rfct, . . .,  dc^ 
et  des  fonctions  connues.  Substituant  ensuite  dans  l'équa- 
tion (i)  les  valeurs  de^,  dy^...^  ^"^ï  ^^  *tira  une  dernière 
équation  qui,  jointe  aux  premières,  déterminera  complè- 
tement les  inconnues  C|,  Ct,...,  c«. 

Ces  m  équations  sont  les  suivantes  : 

/,  dc^   -f-  y^dc^  -♦-...  -4-  J^.  ^«  =  O, 
dyx  àcx  -h  dy^  £/c,  -f- . . .  -4-  dy^  dc^  =  o, 


rf*-»^-,  de.  H-  d'^y^dc^  -h . .  .  -f-  ^~'J«  dc^  =  O, 
£/*-' j,  dCi  -+■  </"-'/,  dct-h.  ..-^  (t^-^ym  dc^  =  V  rfj*, 

et  il  faut  bien  remarquer  que  ces  équations  peuvent  avoir 
lieu  en  même  temps  si  l'on  est  parti  de  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (2).  En  effet,  les  coefficients  de  dcx^,..ydc^ 
sont  précisément  ceux  que  l'on  aurait  pour  Ci,. . .,  c.  dans 

les  expressions  de  y,  ;7^»-"»  -^ — 7»  «n  désignant  par  y 

l'intégrale  de  l'équation  (2).  Or  nous  supposons  que,  pour 
une  valeur  quelconque  de  a:,  on  peut  satisfaire  aux  équa- 
tions obtenues  en  égalant  ces  expressions  à  des  quantités 
quelconques,  et  en  tirer  des  valeurs  finies  C|,...,  c..  Donc 
aussi  le  système  des  équations  où  ^Cf , . . .,  dc^  entrent  de 
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la  même  manière  ne  renfermera  aucune  incompatibilité. 
Il  donnera,  pour  ces  inconnues,  des  valeurs  de  la  forme 

dcx  =  X|  dx^     dCi  =:  Xj  dx^  • .  .  >     dCgi  z=:  X^  dXj 

d'où 

c,  =yX,dLc-4-a„     Cj— /Xjiir  H-a„.«-,     c^^=fTimdx  -4-  an, 

et 

(3)  ^=jri(ai-4-/X,  dx)-hy^{oL^ •+-/X, <:?ar)-4- . . .  -+-r«(«a,-+-/X«</x) . 

C'est rintégrale  générale,  puisqu'elle  renferme  m  constantes 
arbitraires. 

129.  Si  Ton  ne  connaissait  pas  m  intégrales  particulières 
de  l'équation  (^))  I^  question  ne  serait  pas  ramenée  immé- 
diatement aux  quadratures. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  Ton  en  connaisse  m  —  t 
intégrales  particulières,  on  ne  pourra  plus  établir  que 
m  —  3  conditions  entre  les  m  —  i  quantités  Ci,  c^, . •  •  ^  ^^.1 . 
Alors  l'expression  de  rf""~*j^  renfermera  dc^^..,^  dc^^i\  et 
d'^j  renfermera  d*Ci^...^d^c^,  La  substitution  dans  l'é- 
quation (i)  fera  toujours  disparaître  Ci,  Ctv)  <^m~i)  mais 
leurs  différentielles  premières  et  secondes  y  entreront;  et 
conune  les  m  —  a  équations  établies  entre dci ,  dc^ , . . . ,  dc^^^ 
déterminent  ces  diflérentielles  en  fonction  de  dc^^  on  aura 
une  équation  linéaire  du  second  ordre  qui  renfermera 
dci^  d^Cx'i  mais  non  c^.  On  la  ramènera  au  premier  ordre, 

sans  qu'elle  cesse  d'être  linéaire,  en  posant  — î  =r  z.  Elle 

pourra  toujours  s'intégrer  complètement,  et  il  s'introduira 
ainsi  deux  constantes  arbitraires.  De  simples  quadratures 
feront  ensuite  connaître  les  m  —  2  autres  quantités  Ct, 
Ct, . . . ,  c,M-i)  c^  îl  s'introduira  ainsi  m  —  2  nouvelles  con- 
stantes arbitraires,  de  sorte  que  la  valeur  de  y 
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renfermera  m  constantes  arbitraires,  et  sera,  par  consé- 
quent, Tintëgrale  générale  de  l'équation  (i). 

130.  Si  Ton  n'avait  connu  que  m  —  a  intégrales  de  Té- 
quation  (a),  on  n'aurait  pu  établir  que  m  —  3  relations 
entre  C|,  c's,...,  c^^t)  et  l'équation  (i),  après  la  substitu- 
tion, aurait  renfermé  les  difierentielles  troisièmes.  L'éli- 
mination de  C|,...,  c„_.2  aurait  donné  une  équation  linéaire 
du  troisième  ordre  renfermant  dct^d^Ci^d^Ci.  mais  non 
Cl.  On  pourrait  donc  encore  l'abaisser  au  second  ordre, 
sans  qu'elle  cessât  d'être  linéaire^  et  si  l'on  pouvait  l'inté- 
grer complètement,  on  en  déduirait,  comme  dans  le  cas 
précédent,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i).  Eln  appli- 
quant les  mêmes  raisoimements,  on  verrait  que,  si  l'on  con- 
naît m  —  71  intégrales  particulières  de  l'équation  (2),  l'in- 
tégration complète  de  l'équation  (i),  et,  à  plus  forte  raison, 
de  l'équation  (  a),  est  ramenée  à  celle  d'une  équation  linéaire 
de  Tordre  n,  et  à  de  simples  quadratures. 

131.  n  est  facile  de  démontrer  que  l'intégrale  générale 
de  l'équation 

est  nécessairement  de  la  forme 

En  effet,  soitj^i  une  solution  de  cette  équation;  suppo- 
sons qu'elle  ne  renferme  aucune  constante  arbitraire,  ce 
qu'on  peut  toujours  faire,  puisque,  s'il  en  existait ,  il  n'y 
aurait  qu'à  leur  attribuer  des  valeurs  particulières.  L'équa- 
tion (a)  admettra  pour  solution 

c  désignant  une  constante  arbitraire.  Considérant  mainte- 
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nant  c  comme  une  fonction  de  x^  on  aura 


9 

da^y  =  y  y  d'^c  -f-  m  djy  ^'"~'  <?  -i- . .  .  +  c  a?"  j^i. 

En  substituant  dans  l'équatioQ  (a),  les  termes  multiplies 

par  c  disparaissent ,  et  Ton  a  une  équation  linéaire  de  la 

forme 

d^c  d'^^c  ^  de 

de 
et,  en  posant  ^  =  i^^ 

Soit  lii  une  solution  de  cette  équation,  sans  constante  arbi- 
traire, </uf  en  sera  encore  une,  et  Ton  aura 

c  =  f^fui  dx  -^  c",     d*où    y  z=z  c^j.  -i-  c'/,  fux  dx. 
On  a  donc  une  solution  de  Téquation  (a),  de  la  forme 

/t  étant  une  fonction  de  x  différente  de  y^ . 

Donc,  puisque  cela  peut  s'appliquer  à  toute  équation  li- 
néaire, on  aura  une  solution  de  Téquation  (i)  de  la  forme 

d'où 

c  =  «y»!  dx  -f-  ^fu%  dx  -^r*!^ 
et,  par  suite, 

ç  est-à-dire  que  Téquation  (a)  a  une  intégrale  de  la  forme 
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H  en  sera  donc  de  même  de  réquation  (i),  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  ce  que  Ton  ait  pour  y  une  expression  renfermant 
m  constantes  arbitraires,  et  qui  sera  l'intégrale  générale. 

132.  Le  calcul  précédent  conduit  encore  à  cette  impor- 
tante proposition,  que  l'équation  (a)  ne  saurait  avoir  de 
solution  singulière.  Supposons,  en  effet,  qu'il  y  en  ait  une, 
et  désignons-la  par  j^i,  après  qu'on  aura  remplacé  par  des 
valeurs  particulières  quelconques  les  constantes  arbitraires, 
si  elle  en  renferme.  Les  raisonnements  qui  ont  été  faits 
dans  le  numéro  précédent  conduiront  encore  à  une  valeur 
de  la  forme 

j  =  c,  j,  -4-  c,  j-,  -i- .  . .  -f-  c^y^^ 

qui  sera  nécessairement  l'intégrale  générale.  Mais  y^  s'ob- 
tient en  supposant  nulles  toutes  les  constantes  excepté  C|  : 
elle  est  donc  une  intégrale  particulière,  quelques  valeurs 
qu'on  y  ait  mises  pour  les  constantes,  et  non  une  solution 
singulière,  comme  on  l'avait  supposé.  D'où  il  suit  que  les 
équations  renfermées  dans  la  formule  (a)  ne  peuvent  jamais 
avoir  de  solutions  singulières. 

133.  CcLS  où  Von  connaît  une  intégrale  particulière  de 
l'équation  (i).  —  Lorsque  l'on  connaît  une  intégrale  par- 
ticulière de  l'équation  (i),  on  peut  ramener  la  recherche 
de  son  intégrale  générale  à  celle  de  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (2). 

^  Soit,  en  effet,  u  cette  intégrale  particulière;  on  posera 
j  =  u  H-  z  dans  l'équation  (1),  et,  supprimant  les  termes 
qui  se  détruisent  d'après  Thypothèse,  il  restera 

d'^z  d'^-^z  dz  

dxf^  daf^^^       '  dx  ' 

et  l'on  est  ramené,  par  conséquent,  à  la  recherche  de  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (2). 
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Soit,  pour  premier  exemple, 

Â, . . . ,  U ;  a V •  •  9  ?  étant  constants. 
On  posera 

y  =  a  jf»  -4-  g*"-'  H-  .  .  .  -4-  Xx  4-  f*. 

On  identifiera  les  deux  membres  après  la  substitution  dans 
l'équation  proposée,  et  il  en  résultera  n  +  i  équations  qui 
détermineront  les  /z  +  i  inconnues  a,  6,:..,  |/.  On  rentrera 
donc  dans  le  cais  où  le  second  membre  serait  nul. 
Soit,  pour  second  exemple, 

d"  y  d''~^Y 

-~-  -+- A  - — 7-  4-...-4-Ur  =  acos(«j?-t-»)  4-  ftsin(n^-f-/?); 

on  posera 

^  =  acos(i?x4-/>)  H-  Ssin(/ix-f-;7). 

En  substituant  dans  la  proposée,  le  premier  membre  ne 
se  composera  que  de  termes  dont  les  uns  renfermeront 
cos[7ix  -^ p)t  les  autres  ÛQ.(nx  -f-  p)^  multipliés  par  des 
constantes.  En  égalant  les  coefBcients  de  ces  deux  expres- 
sions dans  les  deux  membres,  on  aura  deux  équations  qui 
détermineront  a,  6^  mais  il  peut  se  faire  que  ces  équations 
soient  impossibles  :  par  exemple,  si  cos(na:  "^  P)  ^^ 
ûu[nx  -\-p)  étaient  solutions  de  Téquation  sans  second 
membre. 

Ainsi,  soit  le  cas  suivant,  qui  se  rapporte  à  des  valeurs 
imaginaires  de  n, 

on  aura  une  solution  en  posant 

—      ^' 

Cale,  inf,  D,  —  II.  1 3 
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mais  elle  devient  illusoire  si  ^  =  m.  On  emploiera  alors  un 
'  artifice  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  autre  part.  On  ajou- 
tera une  solution  de  Téquation  sans  second  membre 
y  =  ce"",  ce  qui  donnera  une  solution  de  la  proposée,  dans 
laquelle  on  supposera  encore  q  diflerent  de  m,  savoir 

q^  —  m^ 

et  Ton  choisira  G  de  manière  que  cette  somme  se  réduise  à 

-  pour  (f  =  m.  Il  suffit  de  prendre  C  = ^  et,  quel 

que  soit  ^,  ' 


q^-^m? 


sera  solution  de  la  proposée.  Faisant  tendre  q  vers  la  con- 
stante m,  on  trouvera  pour  limite  de  cette  fraction 

^— «^-^  • 

2/W  ' 

on  connaît  donc  ainsi  une  solution  de  l'équation 

et  l'on  aura  par  conséquent  pour  ^on  intégrale  générale 

r  = H  Ci  e^  -H  Cj  <?""•". 

On  agirait  d'une  manière  analogue  si  le  second  membre 
renfermait,  en  outre,  des  termes  semblables  dans  lesquels 
les  coefficients  netp  seraient  changés^  et  généralement,  si 
l'on  a 
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et  que  l'on  trouve  des  valeurs  de^  satisfaisant  à  cette  ëqua-* 
tion,  dans  laquelle  on  réduira  le  second  membre  à  Tune 
des  fonctions  respectives  F(j:),y(x),  ç(a:),...,  la  somme 
des  valeurs  ainsi  obtenues  pour  chacune  de  ces  fonctions 
successivement  satisfera  à  la  proposée. 

Remarque.  —  Si  Ton  connaissait  m  -H  i  intégrales 
particulières  y^^  JTtî---)  Jm+i  de  Téquation  (i),  les 
différences  y^  —  y^ ,  j  j  — jKi  v  •  ?  Jm^i  — J'i  satisferaient  à 

3--H-. .  .-hUz  =  o. 

L'intégrale  générale  de  cette  dernière  serait  donc 

et  l'intégrale  générale  de  la  proposée  serait 

434.  Autre  méthode  pour  l'intégration  de  l'équation 
linéaire  complète,  —  M.  Cauchy  a  donné  ime  méthode 
pour  trouver  une  intégrale  particulière  de  l'équation 

quand  on  connaît  une  intégrale  de  la  suivante  ; 

telle  que,  pour  x  =  a,  on  ait 

dz  d'^'^^z  d'*''^z      _, , 

«==o,     -—=0,...,     -1 -=o,     -; -=:F(a), 

'      rfr  €ijf*-^      .     '      dix"—'  ^   '' 

quelle  que  soit  la  constante  a  ;  et  l'on  conçoit  qu'on  pourra 
toujours  trouver  une  valeur  de  z  satisfaisant  à  ces  condi- 
tions, si  l'on  connaît  l'intégrale  générale  de  Téquation  (2), 
qui  renferme  m  constantes  arbitraires. 

i3. 
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Soit,  en  effet,  z=f{x^  a)  cette  valeur  de  z.  Posons 


o 
nous  en  déduirons 


px  /•x 

/=   1     /(x,a)rfa=l      zdati 


Mais,  par  hypothèse,  y  (a,  a)  est  nul,  quel  que  soit  a  :  donc 
f[x^  x)  =  o,  et  Ton  a  seulement 


doi. 


dx 
o 


On  trouvera  de  même 


£ 
da? 


daf"  ^    '       Jq    dx^ 

Substituant  àj^  et  à  ses  dérivées  les  valeurs  ainsi  obtenues 
dans  Téquation  (i),  elle  devient 

ce  qui  est  une  identité  en  vertu  de  Téquation  (a). 

Connaissant  ainsi  une  solution  de  Téquation  (i),  on 
aura  son  intégrale  générale,  en  y  ajoutant  l'intégrale  géné- 
rale de  Téquation  (2). 

Cas  particulier  oii  le  premier  membre  ri  a  quun  seul  terme. 
135.  Si,  dans  Téquation  (i),  tous  les  coefEcients  sont  nuls, 


INTÉGUATION    DES    ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES.        I97 

excepté  le  dernier^  on  a  une  équation  de  la  forme  ^ 

F  étant  une  fonction  quelconque  de  x.  En  intégrant  m  fois 
de  suite  par  rapport  à  a:,  on  aurait  la  valeur  suivante  de  j^  : 


/m 


x) djf  z=z  fda:f€bc...J^[x)  dx -f- c,  j:*-'H-. ..-4-c^. 


ou 


Mais,  au  lieu  de  quadratures  successives,  on  peut,  au 
moyen  d'une  formule  que  nous  allons  faire  connaître,  ex- 
primer y  par  une  suite  de  quadratures  simples ,  indépen- 
dantes les  unes  des  autres. 

On  y  pourrait  parvenir  en  partant  de  1  F  (a:)  dx  et 
l'intégrant  par  parties  \  on  n'aurait  ainsi  que  des  intégrales 
simples  qui  donneraient  la  valeur  de  l  dx  j  F  (x)  dx 

I      F  {x)  dx*  ^  intégrant  par  parties  le  résultat,  on  forme- 

/r  •  ^  ^ 

F{x)  dx*  au  moyen  d'intégrales  simples,  et  l'on 

continuerait  ainsi  indéfiniment. 

Mais  la  formule  générale  à  laquelle  on  arriverait  ainsi 
est  beaucoup  plus  facile  à  obtenir  d'après  la  méthode  que 
nous  venons  d'indiquer  pour  l'équation  complète  (i). 

En  effet,  dans  le  cas  actuel,  l'équation  en  z  se  réduit  à 

- —  =  o,  dont  l'intégrale  générale  est  un  polynôme  du  de- 

CêaX 

gré  m  —  là  coefficients  arbitraires.  On  satisfera  à  la  con- 
dition que  ce  polynôme  soit  nul  ainsi  que  ses  m  —  a  pre- 
mières dérivées  pour  la  valeur  x  =  a^  en  lui  donnant 
la  forme  M(x  —  «)"'"'%  et  enfin,  pour  que  sa  dérivée 
d'ordre  (m — i)  se  réduise  à  F  (a),  il  faudra  prendre 


iM  = —^ ;  •  La  valeur  de  z  sera  donc 

1 .2. .  .  (m  —  ij 

(:c-ar-«F(«), 


I  .2.  .  .(/»  —  l) 

et  Ton  aura  une  solution  particulière  j^i  de  Técpiation  (3) 
en  prenant 

r.  =  — îir— r;  fi'-  «)'^*  F  (a)  &. 

1.2. .  .(m— I)  Jq 

D'ailleurs,  en  remplaçant  par  zéro  le  second  membre  de  l'é- 
quation (3),  on  a  pour  intégrale  générale 

Cl,  C|,  • . . ,  Cm  étant  des  constantes  arbitraires.  L'intégrale 
générale  de  Téquation  (3)  sera  donc 

jr=r.  i r'c*-  «)-  F(a)d« 

l.2...(/?l  — l)  Jo 


C,  «^«  -h  C  jf^»  -f- . . .  4-  €■• 


Si  Ton  développe  (x  —  «)*""■%  on  donnera  au  premier 
terme  la  forme  * 


i«2. . .  (m —  i) 

1  1.2.../?  Jo 


-X 


X 


On  pourrait  sans  inconvénient  remplacer  les  intégrales 
prises  entre  les  limites  zéro  et  x  par  des  intégrales  indéfinies, 
car  ce  serait  ajouter  des  termes  qui  se  réduiraient  avec 
ceux  dont  les  coefficients  sont  des  constantes  arbitraires. 


I 
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9 

Equations  linéaires  à  coefficients  constants. 

136.  La  forme  la  plus  générale  de  ces  équations  est  la 
suivante  : 

Si  l'on  suppose  d'abord  que  le  dernier  terme  V  soit  con- 

V 
stant,  on  le  fera  disparaître  en  changeant^  en j^  H-  -rj  de 

sorte  que  l'équation  qu'il  sufïït  alors  de  considérer  est 

et  si  l'on  peut  en  trouver  m  intégrales  particulières,  on  for- 
mera rintégrale  générale  en  les  multipliant  chacune  par  une 
constante  arbitraire ,  et  les  ajoutant.  Posons  y  =  e"',  a 
étant  indéterminé,  et  substituons  dans  l'équation  (i),  il 
vient 

(2)  û"  H- Atf"-»-f-..  .-f-Ttf-f-U  =  o. 

On  aura  donc  m  intégrales  particulières  en  prenant  suc- 
cessivement pour  a  les  m  racines  de  cette  équation.  Si  on 
les  désigne  par  ai,  at, . . . ,  a^,  et  par  Ci,  Ct, . . . ,  c,„  des 
constantes  arbitraires,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i) 
sera 

137.  n  est  facile  de  démontrer  que  cette  équation  donne 

bien  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i).  Il  sufQt,  pour 

cela,  de  faire  voir  que,  pour  une  valeur  particulière  a:  =  a, 

dr 
on  peut  déterminer  les  constantes  de  manière  que  y  ;r"  '  *  "  ' 

-p^  soient  égaux  à  des  quantités  arbitraires.  On  remar- 


• 
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qucra  d'abord  que,  ces  constantes  étant  entièrement  indé- 
terminées, on  peut  mettre  y  sous  la  forme 

(4)  X  =  c.c-.f*— )  -h  c, <-.('—) -f-, . .  -4-  c«^-(*— \ 

et  Ton  aura,  pour  déterminer  Ct,  Ct,...,  c„„  les  équations 
suivantes,  dans  lesquelles  Jot  J^y-  sont  les  valeurs  de  j 
et  de  ses  TO  —  i  premières  dérivées  pour  x  =  a:  " 

C,  -4-0,-4-..  .-hc,  =:^„ 
a,  c,  -h  fla  c,  -4- ...  H-  flj„  c.  ==  x\  , 

(5)  {  aj  c,  -h  aj  c,  -H .  . .  -+-  a^c.  =  x^^ 


9 


w— 1         .        m— 1         .  ,       m— 1  (m— 1) 


I 


Des  équations  du  premier  degré  de  ce  genre  conduisent  à 
des  formules  dont  il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  rappeler 
ici  la  démonstration. 

Multiplions  la  première  équation  par  une  indéterminée  A", 
la  seconde  par  k\. . .  et  la  dernière  par  i,  puis  ajoutons- 
les  ;  nous  aurons 

(i(-l-X^û,-+-X''<ï'-f....-hff^"')c, -+-(^-f-^'fl»  -t-X''^^*^-...Va4-..• 
pour  déterminer  Ci,  nous  égalerons  à  zéro  les  coefficients  de 
Ct-i^  •  •  ?  Cnî  ce  qui  donnera,  pour  déterminer  k^k\..  .^  A^'""**^, 
les  équations  en  même  nombre 

/•  -h  X'fl,  -h  k"a\  H-  ...  4-  û*~'  =  o, 

It  -f-  /•'«,  H-  li"a\  H-  .  .  .  -f-  a^'  =  o, 

• •....-, 

X  -h  X'fl«-|-  X"û*  -H  . . .  -f-  fl*"*  =  o. 
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Les  premiers  membres  de  ces  équations  ne  sont  autre  chose 
que  les  valeurs  que  prend  le  polynôme 

que  nous  désignerons  par  f  (a),  dans  lequel  on  remplace 
successivement  a  par  toutes  les  racines  de  Téquation  (2), 
excepté  ai  :  le  polynôihe  (f(a)  aura  donc  pour  racines  at, 
a», . . . ,  a„,  et  il  en  résultera 

? («)=  (a  —  a,)  (a  —  û,) ...  (û  —  a«)  = -•» 

en  représentant  par  F  (a)  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  (2).  De  cette  équation  on  déduit 

ç(û.)=F'(fl,), 
et  l'on  aurait  de  même 

et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que,  si  l'équation  (2)  n'a  pas  de 
racines  égales ,  les  dénominateurs  des  inconnues  Ci,  Ci,..., 
qui  sont  F'(a),  F'(at),  seront  différents  de  zéro,  et  par 
conséquent  on  pourra  satisfaire  aux  équations  (5)  ;  ce  qu'il 
fallait  démontrer.  Les  équations  (4)  ou  (3)  représentent 
donc  bien  l'intégrale  générale. 

Achevons  maintenant  ce  qui  se  rapporte  à  la  détermina- 
tion de  ces  inconnues,  par  exemple  de  Ci  ;  sa  valeur  est 


c,  = 


t''(«.) 


n  ne  reste  donc  qu'à  connaître  les  valeurs  de  A,  A  V  •  •  '•>  or 
elles  résulteront  de  l'identité 

a  —  ai 

n  suffira  de  développer  le  quotient  fini  de  F  (« )  par  n  —  <i, , 
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et  les  coefficients  des  différentes  puissances  de  a  seront  k^ 
k\. . .,  Les  formules  que  Ton  obtiendra  ainsi  conviendront 
pour  ^t,  as,. . .  par  la  simple  substitution  de  ces  racines 
respectives  à  ai . 

Nous  nous  bornerons,  sur  ce  point,  à  Fexamen  du  cas 
général  où  les  racines  sont  différentes,  et  nous  ne  traiterons 
pas  le  cas  particulier  où  il  j  en  aurait  d'égales. 

138.  Si  l'équation  (a)  a  des  racines  imaginaires,  la  va- 
leur (3)  de  ^  se  présentera  sous  forme  imaginaire^  mais 
rien  n'est  plus  facile  que  de  lui  donner  une  forme  réelle. 

Soient  ce  dz  S  y— T  deux  racines  imaginaires  conjuguées  de 
l'équation  (2),  les  termes  <jui  en  proviendront  dans  la  for- 
mule (3)  seront  de  la  forme 

ou 

OU  encore 

^  [a  (cos6^  -h  ^ — I  sin6.r)  -+-  B  (cos6x  —  ^—  i  sinCx)]. 

Or,  A  et  B  étant  des  quantités  arbitraires,  réelles  ou  ima- 
ginaires, on  peut  les  déterminer  de  manière  qu'on  ait 


A  -t-  B  =  M,     (A  —  B)  y/—i  =  N, 

M  et  N  étant  des  constantes  arbitraires.  Les  deux  termes 
que  nous  considérons  dans  l'équation  (3)  seront  donc  rem- 
placés par 

tf"(M  cos6ap  4-  N  sinCx), 

et  la  valeur  de  jr  se  présentera  sous  une  forme  réelle. 

139.  Si  l'équation  (2)  avait  des  racines  égales,  les  termes 
correspondants  de  la  formule  (3)  se  confondraient  en  un 
seul,  et  l'on  n'aurait  plus  l'intégrale  générale  de  Téqua* 
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tion  (i),  puisqu'il  n'y  aurait  plus  m  constantes  arbitraire^ 
Mais  il  est  encore  facile  de  trouver  dans  ce  cas  l'intégrale 
générale. 

Sciait  o^  et  at  deux  racines  que  l'on  suppose  égales.  On 
peut  altérer  infiniment  peu  les  coefficients  de  l'équation  (i), 
de  telle  sorte  que  l'équation  (2)  n'ait  plus  de  racines  égales, 
et  que,  par  conséquent,  la  formule  (3)  donne  l'intégrale 
générale.  Lorsque  les  coefficients  tendront  vers  ceux  de 
l'équation  (i),  cette  intégrale  tendra  vers  une  limite  qui 
satisfera  nécessairement  à  l'équation  proposée,  et  qui  en 
sera  l'intégrale  générale,  si  elle  renferme  m  constantes  ar- 
bitraires. 

Soit  âij  4-  ^  la  valeur  de  la  racine  qui  tend  à  se  réduire 
à  ai.  Les  termes  correspondant  à  aj  eta^-hi  dans  la  va- 
*  leur  de  jr  seront  ' 

OU,  en  posant  c^  c'=z  A^  c'a  =  B, 

SB 
1.2 

les  constantes  c  et  c',  étant  arbitraires,  peuvent  toujours  être 
choisies  de  manière  que  B  et  A  aient  des  valeurs  finies 
quelconques,  quelque  petit  que  soit  à.  Donc,  i  mesure 
que  d  tend  vers  zéro,  la  somme  des  termes  que  nous  con- 
sidérons tend  vers  la  limite  Ae*"t'  -h  Bxe*»',  et  la  for- 
mule (3)  se  change  en  celle-ci  : 

Cette  valeur  de  jr  est  l'intégrale  générale,  puisqu'elle  ren- 
ferme m  constantes  arbitraires. 

140.  Si  trois  racines  étaient  égales,  on  supposerait  S'a- 
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ly>rd  Tëquation  modifiée  de  manière  que  deux  racines  seu- 
lement  fussent  égales,  ce  qui  conduirait  a  la  formide  (6)*, 
on  y  remplacerait  a^  par  a^  +  d^  et  Ton  aurait 

(A4-<:8)-H(B-f-C3^)xH-c,^' ^-c, — ^ -*-•••  H-— • 

1,2  1.9.5  J 

Or  A,  B,  Cs  étant  arbitraires,  on  peut  poser 

I  .  2 

A',  B',  C  étant  de  nouvelles  consUntes  arbitraires  ;  et,  fai- 
sant tendre  â  vers  zéro,  on  aura,  pour  l'intégrale  générale, 

On  continuerait  de  la  même  manière  si  Ton  supposait  une 
quatrième  racine  égale  à  aj^  et  Ton  voit  qu'en  général,  si 
n  racines  deviennent  égales  à  ai,  on  aura,  pour  Tintcgralc 
générale, 

^    ^  (  7  =  tf-.»  (  A' 4- B' x  +  C  Jr» -+. 4-P'j^'). 

(7)  { 

141.  On  peut  encore  déterminer  d'une  autre  manière 
l'intégrale  générale,  lorsque  n  racines  «i,  ^t,. . .,  ««  ont 
une  même  valeur  a.  En  effet,  on  ne  connaît  plus  alors  im- 
médiatement que  m  —  71 -f- i  intégrales  particulières,  et 
ce  cas  rentre,  par  conséquent,  dans  celui  qui  a  été  traité 
dans  un  des  numéros  précédents. 

Soit  Ce''  le  terme  auquel  se  réduisent  n  termes  de  Té- 
quation  (3),  et  généralîsons-le  en  considérant  C  comme 
fonction  de  x-^  nous  aurons 

d^y       ^  ,  dC  rf"C     , 

---^  =  Co^c" -h  ma«-'  ---  ff*'-l-.  .  .4-  -i —  «^', 
djL*"  dx  dx^ 


dy       ^  dC 

-j-  =  Cae"  -4-  —  if', 
dx  dx 
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Substituant  dans  l'équation  (i),  les  termes  qui  renferment 
C  disparaissent  en  Tertu  de  Téquation  (a)^  ceux  qui  ren* 

ferment—  disparaissent,  ainsi  que  les  suivants,  jusqu'à 

ceux  où  entre        _^   inclusivement)  parce  que  la  racine  a 

amiule  les  71  —  i  premières  dérivées  de  l'équation  (â).  Il 
reste  donc  une  équation  en  G  dans  laquelle  l'ordre  le  plus 
élevé  est  m,  et  le  moins  élevé  est  n.  Son  intégrale  générale 
fournirait  m  constantes  arbitraires  ^  mais  nous  n'avons  besoin 
que  d'une  valeur  de  C  qui  en  renferme  n,  et  c'est  ce  que 
nous  aurons  en  posant 

^=0,     d'où    C  =  A'-+-B'x^-...-i-P'*^«j 

ce  qui  conduit  de  nouveau  à  la  formule  (7). 

142.  Si  le  dernier  terme  Y  était  fonction  de  x,  on  pour- 
rait commencer  par  le  négliger,  et  Ton  intégrerait  Téqua- 
lion  (  I  )  comme  nous  venons  de  le  faire  ;  puis  on  considé- 
rerait les  constantes  comme  des  fonctions  de  x,  et  l'on 
obtiendrait  la  solution  complète  de  l'équation  proposée  par 
le  procédé  indiqué  précédemment.  Nous  ferons  observer 
seulement  que,  si  quelques-unes  des  racines  ai,. . .,  a^ 
étaient  imaginaires  ou  égales,  il  serait  convenable  d'em- 
ployer l'intégrale  de  l'équation  (i)  avec  les  modifications 
que  nou^  avons  indiquées  dans  ce  cas. 

Cette  équation  peut  aussi  s'intégrer  par  la  méthode  de 
M.  Gauchy,  et  nous  la  choisirons  pour  donner  un  exemple 
de  cette  méthode.  Soit 

En  négligeant  le  second  membre ,  l'intégrale  générale  sera 
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de  la  forme 

a  étant  une  constante  choisie  arbitrairement,  et  aj,  ^i,..., 
a^  les  racines,  que  nous  supposerons  toutes  inégales,  de  l'é- 
quation 

cT  -r  Ao"-'  -i- . . .  -h  Ta  H-  U  =  o. 

n  faut  d'abord  déterminer  les  constantes  Ci,  Ci,...,  c„.  par 
la  condition  que,  pour  :tr  =  a,  on  ait 

on  est  conduit  ainsi  aux  m  équations  suivantes  : 

<?,  -h  C,  -h  .  .  .  -h  CjB  :=  O, 
fl,  C,  4-  «j  c,  -t-  .  .  .  -h  «„,  C^  =:  O, 

aj  c,  -f-  flj  c,  -h . . .  -h  aj,c^  ~  o, 

•  > 

a,      c, -ha,      Cf^...-ha^     Cg|==F(a). 

Les  équations  se  résoudront  comme  on  Ta  vu  précédem- 
ment, et,  en  posant 

a"  -h  Aa^'  -f- . . .  -h  Ta  -*-  U  =/{«), 

on  trouvera 

T(a)  F(a)  F(«) 

La  valeur  précédente  de  jr  devient  ainsi 

F  (a)  c-^i*  -h  T^r — -  F  (a)  6-«t*  +  . . . 


/'(a.)      ^    '  •/'(«.) 


/'(..)^(")^- 
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Il  faut  maintenant  intégrer  cette  expression  par  rapport  à  a 
entre  les  limites  zéro  et  x^  puis  y  ajouter  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation 

laquelle  est,  en  désignant  par  a^  a^^...^  a^  ies  constantes 
arbitraires, 

L'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  sera  donc 


0 


[""^/^X'^"'^^'^^ 


143.  Les  équations  linéaires  de  la  forme  suivante  : 
d^y  A        d"'-\r 


de"        ax-^-b  dar-* 

"^  [ax-\-  b)"  djf*-''  "^  ^  (ôx+T/»  ""  **' 

s'intègrent  généralement  en  posant  j  =  [ax  -+-  i)*.  On 
trouve,  en  substituant, 

a(a  —  i). ,  .{oL  —  m  -^  i)a" 

4- Aa(a— i). .  .(a  —  m  -4- 2)0*-»  -f-.  .  .-h  U  =  o. 

Cette  équation  donne,  pour  «,  m  valeurs  «i,  «t, .  •  •  ?  «mî  et 
si  l'on  désigne  par  Ci,  Ct,  •  • . ,  c^  des  constantes  arbitraires, 
rintégrale  générale  sera 

Le  cas  où  l'équation  en  a  aurait  des  racines  imaginaires  ou 
égales  se  traiterait  comme  dans  les  questions  précédentes. 
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CHAPITRE  IX. 

TRANSFORMATIONS  PROPRES  A  ABAISSER  L'ORDRE 

DES  ÉQUATIONS. 


144.  Toute  équation  linéaire  de  Tordre  m 

peut  s'abaisser  à  Tordre  m —  i,  en  posant 
En  eflety  on  aura 

ox  dx^  dx 

substituant  dans  la  proposée,  le  facteur  e^*^*  disparaîtra, 
et  Téquation  sera  de  Tordre  m  —  i  en  t^  mais  elle  ne  sera 
plus  linéaire. 

Soit,  par  exemple, 

d^Y  dr 

on  obtiendra 

dt 

-r-  4- r* -h  A*  H- B  =  o. 

dx 

145.  Considérons  maintenant  une  équation  où  n'entrent 
ni  X  ni  ^,  mais  seulement  deux  dérivées  consécutives 
d'ordre  quelconque. 

On  posera       J;  =  p,  et  il  viendra  F  (  /?,  ^  |  =  o  j  d'où 
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Ton  tirera 

dx=f{p)dp    et    x=:f/(p)dp-^C^ff{p). 

Si  Ton  peut  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  p^  on 

connaîtra  - — —  en  fonction  de  x,  et  par  une  suite  de  qua- 

eue 

dratores  on  parviendra  à  avoir  y  en  fonction  de  x  et  de 
71  constantes  arbitraires.  Si  Ton  ne  peut  la  résoudre,  on 
obtiendra  j  en  fonction  de  p  de  la  manière  suivante. 

L'équation  ;7-~  =  p  donne 


da^ 


=fpdx=.fpf{p)dp-^a'. 


intégrant  toujours  par  rapport  à  x,  et  remplaçant  dx  par 
f[p)dp  dans  le  second  membre,  on  parviendra,  par  une 
suite  de  quadratures,  kj=^{p). 

Eliminant  p  entre  cette  équation  et  a:  =  f  (p),  on  aura 
une  équation  entre  jr^  x  et  n  constantes  arbitraires,  qui 
sera  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 

146.  Si,  par  exemple,  on  demandait  la  courbe  dont  le 
rayon  de  courbure  est  égal  à  une  constante  a,  il  faudrait 
intégrer  l'équation 


( 


dx 


rfy»\» 


d'Y 


ou,  en  posant  —  =  p, 

eue 


dp  * 

dx 
d'où  • 

dx  = ^—^      et    X  =    — £,_  +  C. 

(,+^.)V  )/i^p' 

Cal.  inf,  D.  —  IL  l4 
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On  pourrait  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  /?,  mais 
il  sera  plus  simple  d'exprimer  y  en  fonction  de  ^  ;  on  aura 

Jii-hpr      v'-t-/^' 

Connaissant  ainsi  deux  intégrales  premières  de  la  propo- 
sée, il  suffira  d'éliminer  p  entre  elles  pour  obtenir  l'inté- 
grale générale,  qui  sera 

(^_c)»-i-(r-c,)»  =  ^s 

équation  d'un  cercle  ayant  a  pour  rayon,  et  le  centre  au 
point  arbitraire  dont  les  coordonnées  sont  G,  Ci. 

147.  Considérons  encore  le  cas  où  les  ordres  des  deux 
dérivées  auraient  une  différence  de  deux  unités, 


posant       j;  =  j7,  il  vient 

Multipliant  par  2  dp  et  intégrant,  il  vient 

d'où 

ip  (p)  renfermant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  l'on  peut  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  p, 
on  connaîtra  jr  par  n  —  2  quadratures ,  qui  introduiront 
n  —  2  nouvelles  constantes  arbitraires  \  sinon,  on  obtiendra 
Y  en  fonction  de  p,  en  intégrant  n  —  2  fois  Téquation 

d"~^  Y 

-— ^  =p,  après  avoir  multiplié  à  chaque  fois  le  premier 
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membre  par  dx  et  le  second  par  son  égal  (f(p)  dp.  L'ex- 
pression de^  renfermera  ainsi  n —  a  constantes  arbitraires, 
et  Félimination  de  p  entre  les  deux  équations  qui  donnent 
X  eljr^  conduira  à  une  équation  entre  x^jr  etn  constantes, 
qui  sera  l'intégrale  générale  de  Téquation  proposée. 

148.  En  général,  si  l'on  a 


I    Xm      '       '  »    •    •    *    5  ■  1 


on  abaissera  l'ordre  de  n  unités,  en  posant  ^-^  =  p,  et  si 
Ion  peut  intégrer  l'équation 


F  (*./>..  ••.^) 


puis  résoudre  par  rapport  à  a:  ou  à  p,  on  obtiendra  l'équa- 
tion en  x  et  j^  par  les  mêmes  moyens  que  dans  les  cas  pré- 
cédents. 

Si  l'équation  était  de  la  forme 


/     dr  rf*r\ 


on  pourrait,  par  le  changement  de  la  variable  indépendante, 
la  réduire  à  la  suivante  : 


(dx  d'"x\ 


et  l'abaisser  en  posant  —  =:  p. 

Mais  on  peut  encore,  dans  ce  cas,  poser  ^  =/7;  il  en  ré- 
sultera 

d^jr  __  dp  __      dp  ^ 
dx*        iix  dy 

dx»  ~'     dx      ~"^     dj^  -^  c//'       ^<(r'' 

i4. 
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et  ainsi  de  suite.  On  aurait  donc,  en  substituant  dans  la 
proposée,  une  équation  de  l'ordre  m  —  i  entre  p  ely 


149.  Si  l'équation 

dy    d^  Y 
était  homogène  par  rapport  aux  quantités  j,  —  ?  ^-75  •  *  •  > 

on  pourrait  abaisser  son  ordre  d'une  unité. 

En  effet,  en  divisant  par  une  puissance  convenable  de  j^. 
on  lui  donnera  la  forme 

dx  d^ 

^ ,        dx   dx^  . 

\    X     r       / 

On  posera  ensuite  ~  =  j^t,  ce  qui  revient  à  poser  j^  =  e^*^. 
Il  en  résultera 


dx 


dw         (du      ^    dt        \ 

y  sera  facteur  dans  toutes  ces  dérivées,  et  Téquation  ci- 
dessus  deviendra,  par  ces  substitutions,  une  équation  de 
l'ordre  m —  i  entre  x  elt, 

150.  Lorsqu'on  donne  l'équation  d'une  courbe  renfer- 
mant l'arc  5,  et  qu'on  cherche  celle  qui  aurait  lieu  entre  x 
eXy  seulement,  il  faut  diâerentier  l'équation  donnée,  rem- 
placer ds  par  \Jdx^  4-  dj^ ,  et  éliminer  s  entre  cette  équa- 
tion et  la  première  \  on  aura  ainsi  une  équation  différen- 
tielle entre  j:  et  ^  seidement.  Si  l'équation  donnée  peut 
être  résolue  par  rapport  à  5,  il  n'y  a  aucune  élimination  à 
faire  après  la  différentiation. 
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Soît,  par  exemple  s*  =  aj^  d'où  Ton  tîre 


Difierentiant,  il  vient 


on  tire  de  là 


dx  la 


dy 

équation  d'une  cycloïde  rapportée  à  son  sommet,  et  engen- 
drée par  un  cercle  dont  le  rayon  est  ^. 
Si  l'on  donne  une  équation  de  la  forme 


-fê) 


on  posera 

%=P.     d'où    5  =  F(/>). 

On  obtiendra  par  la  différentiation 
d'où  l'on  tire 

Si  l'on  peut  effectuer  ces  deux  quadratiu*es,  on  obtiendra 
l'équation  entre  x  ety,  en  éliminant  p  entre  les  deux  équa- 
tions obtenues.  Si  l'une  de  ces  deux  équations  peut  être  ré- 
solue par  rapport  à  p,  il  est  inutile  de  connaître  l'autre, 
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puisque  Ton  aura  la  valeur  —  en  fonction  de  x  ou  de  j^,  et 

que,  par  conséquent,  on  aura  l'équation  finie  entre  x  elj 
par  une  simple  quadrature.  Soit,  par  exemple, 

s  =  a  arc  tang  -^  • 

La  différentiation  donne  l'équation 

et,  par  suite, 

apdp 
djr^—L ^. 

Cette  dernière  s'intègre  immédiatement  et  donne 


d'où 


rfr.--^-^-^)''^ 


î 


et,  en  intégrant, 

C'est  l'équation  d'un  cercle  de  rayon  a,  placé  d'une  ma- 
nière quelconque.  Pour  satisfaire  à  l'équation  donnée,  il 
faudra  prendre  pour  origine  des  arcs  l'un  des  points  où  la 
tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  a:,  afin  que  l'on  ait  5  =  o 

dy 
lorsque  ~-  =  o. 

Intégration  des  équations  homogènes  par  rapport 

à  x^  j,  dx^  djr,  d^y. 

151.  Soit 
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une  équation  de  ce  genre,  et  dont  les  termes  sont  tons  finis, 
ou  infiniment  petits  du  même  ordre. 
Posons 

y  =  «ar,     djr^zp  dx^     d'y  =  -  ^£r*. 

En  faisant  d'abord  ces  substitutions  dans  l'équation  (i), 
jr  et  ses  différentielles  auront  disparu,  et  tous  ses  termes 
seront  homogènes  par  rapport  k  x  et  'dx.  En  effet ,  ils  Té- 
taient primitivement  par  rapport  a  or,  dx^  y^  dy^  à^J^  ^^ 
l'on  a  substitué  i  ces  trois  dernières  quantités  des  exprès* 
sions  homogènes  du  premier  ordre,  par  rapport  à  x  et  dx. 
Et  comme  tous  les  termes  doivent  être  du  même  ordre  infi- 
nitésimal, dx  disparaît  nécessairement,  et  par  suite  x. 
Donc  l'équation  obtenue  sera  de  la  forme 

(a)  /(ll,/7,  7)  =  o, 

et  donnera 

dx 

Or  —  peut  s'exprimer  de  deux  manières  au  moyen  de  u 

et  p^  car  on  a 

udx  -^  xdu  =r/?  dx^ 

d'où 

dx  du 

X       p  —  « 

D'une  autre  part,  on  a 

q        dp  ,  dx       dp  dp 

-  =  -7-  »     et,  par  suite,     —  =  —  =  —7 :  • 

X       dx  ^  X         Ç        ^(Pt^) 

Égalant  les  deux  valeurs  de  --^9  il  vient 

« 
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équation  différentielle  du  premier  ordre,  qui,  intégrée, 
donnera 

c  désignant  une  constante  arbitraire. 

On  connaîtra  facilement  x  en  fonction  de  ii,  puisque  1  on 
aura 

dx du 

X         4^  («,  c)  —  u 

d'où,  en  désignant  par  c'  une  nouTelle  constante  arbitraire, 
et  par  X  ('')  ^)  l'ii^t^rale  du  second  membre, 

r 

et.  comme  u  =  ^  9  on  aura 

X 


=  *'x(^»<^) 


et  Ton  connaîtra  ainsi  l'intégrale  générale  de  l'équation 
proposée. 

152.  Lorsque  le  second  membre  de  l'équation  (3)  est  de 
la  forme 

udp 

on  remplace  l'équation  (3)  par  la  suivante  : 

dx        udp 

qui  devient,  en  multipliant  par  -9 

djr pdp 

d'où  l'on  tire 
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EfTectuant  rintégration  et  désignant  par  c  une  constante 
arbitraire,  on  mettra  y  sous  la  forme 

Si  Ton  peut  résoudre  par  rapport  à  p,  on  ramènera  l'équa- 
tion à  la  forme 

et  Ton  intégrera  les  deux  membres;  sinon  on  tirera  des 
équations  précédentes 

f(p)         ?(/»)        '^ 

d'où 


X  :^zc  I    — 

J 


(P}dp 


et  Ton  éliminera  p  entre  cette  équation  j^  =  c^  (p). 

153.  Nous  trouverons  une  application  de  cette  méthode 
dans  Je  problème  suivant  :  Déterminer  la  courbe  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à  la 
normale. 

On  obtient  immédiatement  Téquation  dîiFérentiellc 

m  étant  le  rapport  du  rayon  de  courbure  à  la  normale.  Le 
signe  supérieur  se  rapporte  au  cas  où  le  rayon  de  courbure 
est  dans  le  sens  de  la  normale,  et  le  signe  inférieur  au  cas 
où  il  est  en  sens  contraire. 
Posant 

jr=tfa?,^  djr  =  piix,     <f»j  =  -dip% 

on  obtient 

«  .  I  -f-  p* 

I  -H  /?»  =  in  muq^  d  ou     <7  = —  » 

^^       ■*  *        zizmu 
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et,  par  suite, 

^ 

du             mu  dp 

(/»  —  «)        "^1 -+-/'='* 

équation  qui  ne  rentre  pas  dans  celles  que  nous  avons  in- 
tégrées. Mais,  d'après  la  remarque  faite  dans  le  dernier 
numéro,  on  la  remplacera  par  la  suivante  : 


dx      mu  dp 

—  =  H-  :,» 


d'où  l'on  déduit  successivement 


da: m  dp  dy mp  dp 


M 

y*  m  7" 

log^=ip-.log(i-+-/^*)=log(l-4-A'")     ". 

m 

X  =  e{t  +  p*f*, 


\Ji5f—%' 


dr 

dx=: — ^ 


v/(o"- 


Il  y  a  des  valeurs  particulières  de  m  qui  rendent  cette  inté- 
gration possible,  savoir  m  =  a,  m  =  i .  Examinons  succes- 
sivement ces  deux  cas. 

I®  Soit  m  =£  a,  on  aura 


vw^ 
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En  prenant  le  signe  supérienr,  on  a 


dx 


=^^\[\ 


équation  d'une  cjcloïde  dont  la  base  est  située  sur  Taxe 

des  x^  et  dont  le  cercle  générateur  a  pour  rayon  -f  dont  la 

valeur  est  arbitraire.  Et,  en  effet,  on  sait  que,  dans  toute 
cjcloïde  ainsi  placée,  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la 
normale. 

En  prenant  le  signe  inférieur,  on  a 

ax-=z  , 

d'où 
ou 

éqaation  d'une  parabole  dont  Taxe  est  perpendiculaire  à 
l'axe  des  x. 

La  normale  se  rapportant  à  une  droite  donnée  que  Ton 
a  prise  pour  axe  des  x,  si  Ton  changeait  cet  axe,  il  faudrait 
se  rappeler  que  la  normale  doit  être  prolongée  jusqu'à  la 
droite  donnée,  et  non  jusqu'au  nouvel  axe  des  x.  Mais  on 
peut  prendre  l'origine  en  tel  point  que  l'on  voudra  de  cette 
ligne,  par  exemple  celui  dont  l'abscisse  est  c\  ce  qui  revient 
à  faire  c^=  o^  on  a  ainsi 

et  il  est  facile  de  vérifier  que,  quel  que  soit  c,  la  jparabole 
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représentée  par  cette  équation  a  son  rajon  de  oourbar« 
double  de  la  normale  et  dirigé  en  ser'  contraire. 

2^  Soit  m  =1 1  ^  l'équation  difTéi  ^atielle  de  la  courbe 
sera 


dj:z=z 


ViT- 


En  prenant  le  signe  supérieur,  il  vient       ^ 

d'où 
ou 

équation  d'un  cercle  quelconque  ayant  son  centre  sur  l'axe 
des  X.  Et  l'on  voit,  en  effet,  qu'alors  le  rayon  de  courbure 
sera  toujours  égal  à  la  normale  et  dirigé  dans  le  même 
sens. 

Si  l'on  prend  le  signe  inférieur,  on  trouve 

d'où 


X^C'  =  C\0Q  •^"^^•^' 


C» 


Remplaçant  x  —  c'  par  x^  on  obtient 


qui  se  réduit  à 

c'est  la  courbe  que  l'on  nomme  chatneUe  :  elle  est  «ymé- 
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trique  par  rapport  à  Taxe  des  j^,  et  son  sommet  est  à  la  dis- 
tance c  de  Taxe  des  x.  Il  est  facile  de  vérifier  que  son 
rayon  de  courbure  est  égal  à  la  normale  et  dirigé  en  sens 
contraire. 

Une  des  équations  que  nous  venons  de  traiter  peut  être 
intégrée  plus  simplement  par  une  considération  particu- 
lière :  c'est  celle  que  Ton  obtient  en  supposant  m  =  i  et 
prenant  le  signe  supérieur  ^  on  a  alors 

les  deux  premiers  termes  formant  la  dérivée  de  ^  -^  >  un 
aura,  en  intégrant, 

et,  en  intégrant  de  nouveau, 

équation  qui  ne  diffère  pas  de  celle  que  nous  avions  déjà 
trouvée. 

154.  L'équation 

aurait  pu  être  traitée  plus  simplement  que  par  la  méthode 
dont  nous  avons  voulu  présenter  une  application.  On  aurait 
pu  rabaisser  au  premier  ordre,  en  posant 

dy  ,      d\r  dp 

-=p,     dou     ^=-P^^ 

et  Téquation  proposée  serait  devenue 
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d'où 

df      _mpdp 

et,  en  intégrant, 

« 

.Ti 

^log^  =  log(i-h/;*)     oa     ^^j    '"  =  i-f-/>». 


et,  par  suite, 


%'SlW^'  •'  -=-7^r= 


comme  nous  Tavions  trouvé  par  la  première  méthode. 


«*iHéi 
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CHAPITRE  X. 

ÉLIMINATION  DES  VARIABLES  ENTRE  LES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  SIMULTANÉES.  INTÉGRATION 

DE  CES  ÉQUATIONS. 


1S5.  Considérons  d'abord  deux  équations  à  trois  va- 
riables x^j^  z^  et  dans  lesquelles  on  peut  toujours  supposer 
que  les  dérivées  soient  prises  par  rapport  à  la  même  va- 
riable indépendante,  x  par  exemple  -^y  eX  z  sont  des  fonc- 
tions de  X  qu'il  s'agit  de  déterminer,  et  nous  commence- 
rons par  y  appliquer  le  développement  en  séries. 

On  peut  toujours  supposer  que  l'on  tire  de  ces  équations 
les  valeurs  des  coefficients  différentiels  de  l'ordre  le  plus 
élevé  par  rapport  à  j^  et  ^,  s'ils  entrent  dans  les  deux  équa- 
tions. Il  faut  toutefois  excepter  le  cas  particulier  où  l'éli- 
mination de  l'un  ferait  disparaître  en  même  temps  l'autre. 
Les  deux  équations  peuvent  donc,  en  général,  être  conçues 
sous  la  forme 


d^'z 
dj^ 


si  l'on  prend  arbitrairement  les  valeurs  de  ^, . . . ,  - — f^ , 

«,...,       _,  »  dans  lesquelles  on  fait  x  =  o,  elles  serviront 
à  exprimer  toutes  les  dérivées  suivantes  de  j^  et  z,  pour  la 
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valeur  x  =  ô,  et  Ton  pourra,  par  conséquent,  développer 
y  et  z  par  la  formule  de  Maclaurîn.  On  voit  que  leurs  ex- 
pressions renfermeront  m-hn  constantes  arbitraires.  Au 
lieu  de  la  valeur  particulière  x  =  o,  on  pourrait  en  chobir 
une  autre  quelconque  Xo  et  employer  la  série  de  Taylor. 

Si  l'élimination  de  -r^  avait  entraîné  ~ —  >  la  seconde  des 

équations  précédentes  serait  d'un  ordre  inférieur  à  n.  Ce 
cas  est  renfermé  dans  celui  que  nous  allons  traiter. 

156.  Soit  m  l'ordre  le  plus  élevé  par  rapport  à  j  dans 

les  deux  équations.  On  tirera  la  valeur  de  -7-^  de  l'une  des 

équations,  et  on  la  reportera  dans  l'autre,  si  cette  dérivée 
s'y  trouve  )  il  n'y  aura  plus  alors  dans  celle-ci  que  des 
ordres  inférieurs  à  m  par  rapport  à  y.  On  en  tirera  la  va- 
leur de  la  dérivée  la  plus  élevée  en  z,  et  l'on  aura  deux 
équations  de  la  forme 

dans  lesquelles  on  a  m  ^  /7i',  et  /i  <^  n'  ou  >  71'. 

I®  Soit  n  <^n'\  prenons  arbitrairement  les  valeurs  de 

^m'-Xy  d"' "^  Z 

r, . . . ,  -T — rr»  ^j"  "i  j  l'-i'  potir  jc  =  o  ;  toutes  les  dérivées 

supérieures  seront  connues  pour  la  même  valeur  x  =  o, 

au  moyen  de  celles-ci  et  des  équations  (i)  et  (2),  de  sorte 

qu'on  pourra  effectuer  le  développement  de  j^  et  2.    Le 

nombre  des   constantes   arbitraires  qui  y  entreront   est 

m  -h  n',  et,  dans  le  cas  actuel,  on  a  m  -f-  n'  >  m'  -j-  71. 

2®  Soit  n'^n'-y  le  développement  de  j^  exige  toujours 

d'^z 
que  l'on  connaisse  les  valeurs  de  z, . . . ,  ^— ■  pour  x  =  o. 


/4^ 
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Or,  depuis  Tordre  n\  elles  devront  être  tirées  de  Féqua* 
tîon  (2)  et  de  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  ti  en  ^^  ce  qui 
conduira  à  Tordre  m'4-/i  —  n'  en  j^.   Or,  si  Ton  avait 

w! -\-n  —  /i'>-m,  Téquation  (i)  ferait  connaître  -—-t  au 

moyen  des  dérivées  d'ordres  supérieurs  à  m,  et  celles-ci  au 
moyen  d'autres  plus  élevées;  on  ne  pourrait  donc  effectuer 
le  développement  dej^.  On  doit  donc  avoir  m-\-n'^  m'-f-  n 
pour  que  le  calcul  précédent  puisse  faire  connaître^  et  z  ; 
et,  dans  ce  cas,  le  nombre  des  constantes  est  encore  le  plus 
grand  des  deux  nombres  m-^  n^  et  m' -^  n. 

1o7-  Si  Ton  avait  eu  m! -r-n^m-hn'^  on  aurait  au 
moins  Tune  des  deux  inégalités  m!^m^n^n'\  soit,  par 
exemple,  m!^m.  On  tirerait  des  équations  données  les 

valeurs  de  tu  et  -- —  :  on  aurait  ainsi 


dx^ 

d'^z 
5i" 


fia:  r  — ^,  z  ^"  — ^ 


et  les  développements  seraient  possibles,  parce  que  les 
équations  rentrent  dans  le  cas  précédent.  Le  nombre  des 
constantes  serait  m!  +  n,  et  serait  encore  le  plus  grand  des 
deux  nombres  m'  -h  »  et  m  H-  n!. 

158.  Supposons  maintenant  un  nombre  quelconque 
d'équations  simultanées,  qui  doivent  déterminer,  en  fonc- 
tion de  Xj  les  variables  j^,  ^,  u, . . . .  Nous  considérerons  seu- 
lement le  cas  où  Ton  peut  les  concevoir  résolues  par  rap- 
port aux  coefficients  différentiels  des  ordres  respectivement 
les  plus  élevés  par  rapport  à  j',  z,  m,...,  savoir  : 

d^y       d'z       dPu 

f      ■  .    ,      ■■  ■    ^  »  •  •  • 

iix^        dj*        dxP 
Calcul  inf,  D.  ^  \l.  *  l5 


\. 
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Il  est  clair  qu'au  moyen  des  équations  données,  qaon  ait- 
férenticra  indéfiniment,  il  sera  suffisant  et  nécessaire  de 
connaître  les  valeurs  que  prennent  ^,  ^,  u,. . .  et  leurs  déri- 
vées jusqu'aux  ordres  m — 1,«  —  i,p  —  i,...  inclusivement, 
et  dans  lesquelles  on  fera  x=^Oy  pour  pouvoir  effectuer  le 
développement  de  chaque  variable  par  la  formule  de  Ma- 
claurin.  Ces  constantes  sont  entièrement  arbitraires,  et  leur 
nombre  est 

159.  Laissant  de  côté  maintenant  les  développements  en 
séries,  nous  allons  chercher  à  éliminer  toutes  les  fonctions, 
excepté  une ,  et  ramener  ainsi  la  question  à  l'intégration 
d'une  seule  équation  difiercntiellc. 

Proposons-nous  d'abord  d'éliminer  j^  entre  deux  équa- 
tions dans  lesquelles  le  coefficient  différentiel  de  Tordre 

le  plus  élevé  par  rapport  aj-  est  -^ —  et,  par  rapport  a  ^,  — -  • 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  ces  deux  expressions 
entrent  dans  chaque  équation,  combinées  d'une  manière 
quelconque  avec  les  coefficients  différentiels  d^s  ordres  in- 
férieurs, ainsi  que  j^,  z  et  x.  Soient  ces  équations 

_  /  dy  éf^x  dz  ^"sX 


dy  d"Y  dz  d'^z 

dx  daf*  '      dx  dx* 


)- 


Si  l'on  diff*érentie  ces  deux  équations  un  même  nombre 
de  fois  quelconque,  on  introduira  autant  de  nouvelles  déri- 
vées de  j  d'ordre  supérieur  à  m ,  et  un  nombre  double 
d'équations;  de  sorte  que,  si  l'on  effectue  ainsi  mdifferen- 
tiations,  on  aura  sm-!-^  équations  renfermant  j-  et  ses 
im  premières  dérivées,  et  Ton  pourra  en  éliminer  toutes 
ces  quantités  par  les  règles  ordinaires  de  l'Algèbre.  Leur 
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système  sera  ramené  à  ane  équation  de  l'ordre  m-i-n  entre 
z  et  j:,  d*où  l'on  pourra  tirer  la  valeur  de  z  en  fonction  de 
a:  et  de  m +  71  constantes  arbitraires,  et  à  am  +  t  équa- 
tions daps  lesquelles  on  substituera  à  z  et  à  ses  dérivées 
leurs  valeurs,  actuellement  connues,  et  elles  ne  renferme- 
ront  plus  que  j^  et  ses  2 m  premières  dérivées.  Eliminant 
-ces  dernières,  il  restera  une  équation  entre  j^  et  x  et  les 
m-hn  constantes  arbitraires  qui  se  trouvaient  dans  z.. 

Ainsi ,  en  général ,  les  fonctions  y  et  z  renfermeront 
les  mêmes  constantes  arbitraires,  en  nombre  égal  à  la 
somme  des  nombres  qui  désignent  l'ordre  le  plus  éle\fé 
des  équations  par  rapport  ày  et  z  respectii^ement. 

On  agirait  d'une  manière  analogue,  et  l'on  arriverait  à 
des  conséquences  semblables,  pour  un  nombre  quelconque 
de  fonctions,  avec  un  nombre  égal  d'équations. 

i60.  Mais  il  peut  arriver  que  les  coefficients  différentiels 
de  l'ordre  le  plus  élevé  n'entrent  pas  à  la  fois  dans  les  deux 
équations. 

Supposons  que  les  coefficients  différentiels  de  l'ordre  le 
plus  élevé  soient  dans  la  première 

djcf*        daf^ 


et  dans  la  seconde 


On  différentiera  m!  fois  la  première  équation  et  m  fois 
la  seconde.  On  aura  alors  m-t-m  -h  a  équations  renfer- 
mant y  et  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  m-^-m! ,  On  pourra 
donc  éliminer  toutes  ces  quantités,  et  il  restera  une  équa- 
tion entre  z  et  a:,  dont  l'ordre  sera  le  plus  grand  des  deux 
nombres  /»  -j-  /i',  et  m'-h  n  5  et  cet  ordre  est  égal  au  nombre 
des  constantes  qui  entreront  dans  la  valeur  de  z.  Sub- 

i5. 
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sli tuant  k  z  etk  ses  dérivées  leurs  valeurs  connues,  dans  les 
m-hm'-hi  équations,  on  en  pourra  éliminer  les  m-^m'  dé- 
rivées de  y^  et  il  restera  une  équation  entre  j^  x  et  les 
constantes  qui  entrent  dans  z, 

161 .  Considérons,  en  particulier,  le  cas  de  m  équations 
où  toutes  les  dérivées  sont  du  premier  ordre,  et  peuvent  en 
être  déduites  sans  que  Ton  rencontre  aucune  incompatibi- 
lité ou  indétermination;  on  aura  alors 

dz 


du 


et,  d*après  ce  qui  précède,  les  constantes  arbitrair>es  seront 
ïes  valeurs  de  j^,  z, . . . ,  u,  correspondant  à  a:  =r  Xq.  Si  Ton 
différentie  la  première  m —  i  fois  et  qu'on  substitue  à  cha- 
que fois  aux  dérivées  du  premier  ordre  qui  s'introduisent 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  données,  on  obtiendra 
ainsi 

^  =  F(jr,  j^,  z,...,  Il), 
(i)  ;  ^^  =  F|(«,j^,  z,...,i/), 


d^Y 


et  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  les  variables  '?,•..,  u,  qui 
sont  au  nombre  de  m  —  i .  H  en  résultera  une  équation  de 
l'ordre  m  en^,  qui  donnera  la  valeur  de  cette  variable  en 
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ibnction  de  a:  et  de  m  constantes  arbitraires.  Substituant 
cette  valeur  dans  les  m  —  i  équations  qui,  conjointement 
avec  l'équation  finale,  remplacent  le  système  donné,  on  en 
déduira  ir, .  • . ,  u  en  fonction  de  x  et  des  mêmes  constantes 
arbitraires. 

Hemar^ue.  —  Si  les  intégrales  de  ces  équations  sont 
mises  sous  la  forme 

qu'on  les  différentie   et  qu'on  remplace  -v-j-"?  -j-  par 

leurs  valeurs  en  or,  j^,  z,  •  • . ,  u,  les  équations  qu'on  ob- 
tiendra entre  ces  variables  seront  des  identités  ^  car  toute 
équation  déduite  des  intégrales  et  des  données  doit  être 
satisfaite  par  des  valeurs  arbitraires  j^o)  ^O)  •  *  m  ^)  ^^^' 
respondant  à  un  x  arbitraire  Xo> 

On  a  donc,  quels  que  soient  o:,^,  z, . .  • ,  u, 

et  ainsi  des  autres. 

D'où  l'on  voit  que  chacune  des  fonctions  (p,  ^{/i, . . .,  (pM-i 
est  une  solution  de  l'équation  aux  dififérentielles  partielles 

dv  .  dn  .  .  d^j 

dans  laquelle  v  désignerait  une  fonction  des  variables  indé- 
pendantes X,  j^,  z, .  • . ,  u. 

Cette  remanjue  nous  sera  très -utile  dans  l'intégration 
des  équations  diiférentielles  partielles. 

162.  On  peut  ramener  au  cas  des  équations  du  premier 
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ordre  celui  dans  lequel  on  suppose  que  l'on  puisse  expri- 
mer les  dérivées 

^my.  ^n^  ^fjji 

9        ■  9         ■  ■   ■     j  •  •  •  j 

</x*        djc^        dxi' 

au  moyen  de  celles  d  ordre  inférieur. 
En  effet,  si  Ton  pose 

dy  _    ,      dy'  _^  dxC^*)  _ 

di~^'    5J~"-^'-   •'       dx     ""-^       ' 

dz         ,        dz'  „  dzC^*^  ,      , 

dx  dx  dx 

du         ,       du'  „  duiP-^)         ,     ., 

oLr  dx  dx 

les  équations  proposées  donneront  les  valeurs  de 

^y<m-l)  <fo(»-»)  du(P-^) 

— j         j         — —  9  •  •  • 

dx  dx  dx 

en  fonction  de  x,  j^,  ^', . . .,  J^^'""■*^  ^,  z',. . .,  r^""'\  u, 
u', . . . ,  u^f'''^K  En  les  joignant  aux  équations  précédentes, 
on  aura  un  système  composé  de  m  -H  n  -+-  ^  -h . . .  équa- 
tions du  premier  ordre,  que  l'on  intégrera  comme  dans  le 
cas  précédent. 

163.  Nous  avons  supposé  précédemment  que  les  équa- 
tions données  du  premier  ordre  pouvaient  être  résolues  par 
rapport  à  toutes  les  dérivées,  qui  se  trouvaient  alors  expri- 
mées en  fonction  des  variables  elles-mêmes  ]  mais  il  pour- 
rait en  arriver  autrement  sans  que  les  équations  fussent 
incompatibles. 

Si  l'on  conçoit  que  l'élimination  des  dérivées  se  fasse, 

par  exemple^  en  tirant  de  Tune  des  m  équations  la  valeur 

dy 
de  -  -  et  la  reportant  dans  toutes  les  (m  —  i)  autres,  puis 
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tirant  —  d'une  de  ces  dernières,  et  la  reportant  dans  les 

m —  a  autres,  et  ainsi  de  suite,  on  parviendra,  en  général, 
à  exprimer  la  dernière  dérivée  au  moyen  de  o:,^,  z, . . ., 
et,  par  suite,  toutes  les  autres.  Mais  si  Tune  de  ces  substi- 
tutions faisait  disparaître,  dans  toutes  les  équations  où  on 
la  fait,  n  dérivées  en  outre  de  celles  que  l'on  substitue,  on 
aurait  un  système  d'équations  dont  le  nooibre  surpasserait 
de  n  celui  des  dérivées,  et  l'élimination  de  celles-ci,  en  sup- 
posant qu'il  ne  se  rencontre  pas  de  nouvelles  variables^ 
conduirait  à  n  équations  entre  les  variables  mêmes  x,  j^, 
z,  ; . .  sans  constantes  arbitraires.  On  pourrait  en  tirer  les 
valeurs  des  n  variables  dont  les  dérivées  ont  disparu,  et  il 
resterait  m — n  équations  différentielles  résolues  par  rap- 
port aux  dérivées.  Les  intégrales  du  système  proposé  ne 
renfermeraient  alors  que  m  —  n  constantes  arbitraires. 
Soient,  pour  exemple,  les  trois  équations 

djr        iiz        du 
dx       dx       dx 

dy  dz  du 

X X h  Y  —  ~~  Zy 

dx  dx  dx 

dr  dz  du 

z  -^ z X  —  m  Y* 

dx  dx  dx 

dy 
L'élimination  de  —  conduit  aux  deux  équations 

•  ,  .  du 

—  a  disparu  en  même  temps  que  -^î  et,  si  l'on  élimine  — 
entre  ces  deux  équations,  il  en  résultera  une  autre  entre 
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x,  j^  z  qui  sera 

z  —  j?'       xz  —  y 


» 


y  —  X         X  4-» 
OU 

j^*-f-  «'  —  xyz  -^xz  —  xy  —  jf*=:o. 

On  en  pourra  tirer  r  en  j:  et  y^  et  Ton  connaîtra  —  et 

—  en  fonction  de  x  et  j-.  On  rentre  ainsi  dans  le  cas  pri- 
mitivement traité,  et  l'on  obtiendra  les  valeurs  de  u  et  y^ 
et  par  suite  à&  Zy  en  fonction  de  x  et  de  deux  constantes 
arbitraires. 
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CHAPITRE  XL 

ÉQUATIONS  LINÉAI^RES  SIMULTANÉES. 


164.  Si  ces  équations  sont  toutes  du  premier  ordre,  on 
a  un  cas  particulier  de  la  dernière  question  :  c'est  celui  où 
les  fonctions  F,  y*, ... ,  cp  sont  linéaires  par  rapport  à  y^ 
r,...,  Il,  et  renferment  x  d'une  manière  quelconque; 
et  il  est  facile  de  voir  qu'alors  l'équation  finale  en^  est 
linéaire. 

Quant  à  la  détermination  des  autres  inconnues,  il  est 
important  d'observer  que,  l'élimination  ayant  lieu  entre 
des  équations  du  premier  degré  en  z, . . . ,  u,  lorsqu'on  con- 
naîtra j^,  on  tirera  les  valeurs  de  ces  inconnues  de  celles 
que  l'on  voudra  des  équations  (i)  elles-mêmes;  car  ces 
équations  doivent  être  satisfaites,  et,  de  plus,  ne  donneront 
qu'une  seule  valeur  pour  chaque  inconnue. 

Si  ces  équations  ne  sont  pas  du  premier  ordre,  on  peut 
les  traiter  par  les  méthodes  indiquées  précédemment.  On 
peut  aussi  les  ramener  à  des  équations  du  premier  ordre, 
en  posant,  comme  nous  l'avons  déjà  fait, 

et  de  même  pour  les  variables  z, . . . ,  u. 

On  aura  ainsi  un  plus  grand  nombre  d'équations  ;  mais 
il  y  en  aura  toujours  un  nombre  inférieur  d'une  unité  au 
nombre  total  des  variables ,  et  elles  seront  linéaires  et  du 
premier  ordre  par  rapport  à  toutes  les  variables. 
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Si,  par  exemple,  on  avait  les  deux  équations 

A-4-+-B— -  -+-C^-4-D— -f-Ej—  Fz^-H=o, 
<3^j?'  ctr'  tfx  ose 

d^v  d^z  dv  dz 

a-r'  dx^  dx  dx 


elles  seraient  remplacées  par  le  système  suivant  : 


rf/            dz' 
A-r-  -^  B  -7 hCy^-Da'H-  Er  h-  Fz  -i-H=:o, 

A'  ^-  H-  B'  ^  -f-  Cy-}-  DV  +  E>  -t-  F«  -4-  H'zir  o. 
dx  dx  -^  -^ 

Les  deux  dernières  donneront  -^-5  -r-  en  fonction  li- 

dx     dx 

néaire  de  y\  z\  y^  z  \  et,  en  opérant  comme  nous  l'avons 
indiqué,  nous  aurons  quatre  équations  de  la  forme  sui- 
vante : 

^-    / 
dx-^' 

d'Y 
-"  =  M/  -f-  Nz'  4-  Pr  +  Qz  -f-  R, 


dx" 

d\r 

dx' 


r=z  M'y -H  W  z'-4-  P'7  -^  Q'z  -f^  R', 


On  éliminera  z^  z\  y*  entre  ces  quatre  équations,  et 
l'on  aura  une  équation  linéaire  du  quatrième  ordre  en  y. 
Quand  elle  sera  intégrée,  on  substitur^ra  la  valeur  de^  dans 
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trois  des  premières,  et  Ton  en  tirera  la  valeur  de  z  qui  ren- 
fermera les  quatre  constantes  qui  entrent  déjà  dans  y.  Si 
Ton  avait  suivi  l'autre  marche,  on  aurait  différentié  deux 
fois  chacune  des  équations  données,  et  Ton  aurait  eu  six 

équations  entre  lesquelles  on  aurait  éliminé  z,  ;^v>  -7-;  • 

On  aurait  ensuite  substitué  àj^  sa  valeur  en  fonction  de  x 
et  de  quatre  constantes  arbitraires,  dans  les  cinq  équations 
conjointes ,  et  Ton  en  aurait  tiré  la  valeur  de  z  en  fonction 
de  X  et  des  mêmes  constantes  arbitraires. 


Equations  linéaires  simultanées  du  premier  ordre. 

165.  Ces  équations  peuvent  être  résolues  par  rapport 
aux  dérivées  des  m  variables  j^,  z, . . . ,  li  -,  et  nous  suppo- 
serons d'abord  que  les  coefficients  de  ces  variables  soient 
des  constantes  données,  mais  que  les  termes  qui  en  sont  in- 
dépendants puissent  être  des  fonctions  quelconques  de  x. 
Nous  aurons  des  équations  de  la  forme  suivante  * 

~-  -f-  A.J  -h  B,  z  -h  .  .  .  -I-  P,  «  :r=  X„ 
dx 

/  X  3-  -+-  ^^y  -+-  B,  a  H- . . .  -h  p,  M  =  x„ 

(i)  '  dx 


du 

—  -+-  kmjr  -f-  B«  z  -4-  .  . .  H-  P«  tt  =:^  X«. 

On  pourrait  les  traiter  par  les  méthodes  précédentes,  et 
l'on  parviendrait  à  une  équation  linéaire  de  Tordre  m  à 
coefficients  constants  ^  mais  il  est  plus  simple  d'employer  le 
procédé  suivant  : 

IMultipliant  ces  équations,  à  partir  de  la  seconde,  par  les 
indéterminées  di,  6,,...,  dm.i,  puis  les   ajoutant,   nous 
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aurons 

dx 

-f-(B,  ^-B|e,-+-...-t-B>,•«_î)«-*--■- 
(a); 

H-  (Pi  -^  P,0.  -!-  ...-^-  P«  0»-i)  « 

Or  cette  équation  ne  renfermerait  plus  que  la  seule  va- 
riable ^  -t-  ôj  ^  -j- . . .  -+-  9«_4  u,  si  les  rapports  des  coeffi- 
cients de  z, . . .,  u  au  coefUcient  de j^  étaient  respectivement 
9i,  e„. . .,  9„.«i;  et  ces  conditions  détermineront,  comme 
on  va  le  voir,  les  valeurs  de  9i,. . . ,  ôm-i.  Si  Ton  désigne 
par  —  a  le  coefBcient  indéterminé  de  y^  on  sera  conduit 
aux  m  équations 

/ o  \  ^  B|  -h  B|  9|  -f-  • . .  -h  Bji  6jB, .  i  =  —  a6i, 

f  P,  +  P,  0,  -H . . .  -f-  P,  0^,  =  —  a%n^s . 

Ces  équations  détermineront  les  m  inconnues  a,  9i , . . .  ^ 
0m~i)  6t  si  Ton  désigne  par  X  la  fonction  connue 

Xi  -I-  Xt  0|  -h ...  4-  XjB,  OjB_i, 

Téquation  (2)  deviendra,  en  faisant  ;^-f- 9i  z-h . . .  -j-  6^_|U  ==  (/, 

(4)  -^~«p  =  x, 

équation  linéaire  que  Ton  sait  intégrer.  Mais  occupons-nous 
d'abord  de  la  résolution  des  équations  (3). 

En  laissant  de  côté  la  première,  on  a  m  —  i  équations 
du  premier  degré,  qui  détermineront  61,  0„. . .,  9,„«i  en 
fonction  de  a^  les  reportant  dans  la  première,  on  n'aura 
plus  que  l'inconnue  a,  et  il  est  facile  de  voir  que  l'équation 
sera  du  degré  m.  En  effet,  si  l'on  réunit  les  coefficients  des 
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mêmes  inconnues  dans  les  m  —  i  équations  d*où  Ton  tire 
Oi,. . .,  9„»i,  on  observera  que  a  entre  au  premier  degré 
dans  le  coefldcient  de  0i  dans  la  première,  de  0,  dans  la  se- 
conde, etc.,  enfin  de  fi^^i  dans  la  dernière,  et  que,  de  plus, 
il  n'entre  dans  aucun  autre.  Donc  le  dénominateur  com* 
mun  des  valeurs  de  ces  inconnues  renfermera  a  au  degré 
m  —  I ,  et  le  numérateur  au  degré  m  —  a  seulement.  Quand 
on  fera  la  substitution  dans  la  première  et  qu'on  chassera 
le  dénominateur,  on  aura  évidemment  une  équation  du 
degré  m  en  a. 

Actuellement  l'équation  (4)  donne 

p=:i-«(C  -f-/X<r-"d:r)  =  j  +  0,  »  -h. . .  -he«,_,tt. 

Si  l'on  met  successivement  dans  cette  équation  les  m  va- 
leurs de  a,  on  aura  à  cbaque  fois  des  valeurs  différentes 
pour  6i , . . . ,  6,p», ,  et  Ton  pourra  prendre  pour  la  constante  C 
des  valeurs  différentes  arbitraires,  puisque  toutes  ces  équa- 
tions subsistent  indépendamment  les  unes  des  autres. 

On  aura  donc  ainsi  m  équations  du  premier  degré  entre 
X  et  les  m  variables^,  z,...,  k.  Les  valeurs  de  ces  variables 
en  fonction  de  x  renfermeront  m  constantes  arbitraires,  et 
seront  de  la  forme 

(5)  {  2=ê,é!-i*)C,-+-/Xir-.*<ir)-i-6,tf-«'(C,-f-/Xtf~-.*é/x) 


•  ••» 


Les  valeurs  des  constantes  se  détermineront  très-facilement 
si,  pour  une  certaine  valeur  Xo  de  x,  on  connaît  les  valeurs 
/o9  -^ovj  "o  des  fonctions^,  z^,,,^  u.  En  effet,  on 
prendra,  pour  plus  de  simplicité,  toutes  les  intégrales  à 
partir  de  x^  ^  et  si,  dans  la  valeur  de  y  trouvée  ci-dessus, 
on  fait  X  =  Xo,  on  aura 


Cc"o  =jr«  -+-  Oi  »•  -i- . . .  -h  9ji-i  «, 


•t 
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ce  qui  détermine  la  constante  C  relative  à  une  quelconque 
des  valeurs  de  a,  6| , On  connaîtra  donc  ainsi  les  m  con- 
stantes v^i^  Vj))...^  vj,fi» 

Si  les  seconds  membres  des  équations  (i)  étaient  nuls,  on 
aurait  seulement 

/  —  C,  a,  ^t*  -+-  Cj  aj  <?«»'  -h  .  .  . , 
z  :^  G,  6,  <?«.'  -h  .  .  . , 


Si  Ton  suppose  toutes  les  constantes  nulles,  excepté  une^ 
on  aura  des  solutions  de  la  forme 

y  -  .-  C,  a,  C"i',      s  m  C»  6,  (fx', .... 

Les  rapports  des  variables  sont  constants,  quel  que  soit  C, 
et  les  valeurs  générales  sont  formées  des  sommes  de  ces 
solutions  particulières,  correspondant  aux  divers  exposants 

166.  Soient,  pour  exemple,  les  deux  équations 

dv  dz 

(a)  --- 4-À7-j-Bz  =  o,      ^- -r- A, j^ -+- B,  a  =  o. 

ax  ax 

Multipliant  la  seconde  par  9,  et  l'ajoutant  à  la  première,  il 

vient 

-^— 4-  (A  -f-  0A,)7  -i-  (B  4-  OB.)  z  z=z  o. 

Posons 

(6)        J^-4-0zr::;P,      A-f-OA,  —  —  a,      B  4- OB»  =  —  ûO, 

Téquation  précédente  deviendra 

(r)  _^_«,  =  o, 

et  Q  sera  déterminé  par  l'équation 
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ou 

[9)  A,0»-f-  (A  — B|)e  — B  — o. 

Soient  fil,  9,  les  deux  racines  de  cette  équation^  j'i,  v^  les 
valeurs  correspondantes  de  j';  ai,  ««  celles  de  a  -,  on  aura 

d'où  l'on  tirera 

Or  Téquation  (y)  donne  ^'=  Ce",  et  si  l'on  désigne  par 
C],  Cs  les  valeurs  de  la  constante  G  correspondant  à  0i,  9„ 
les  équations  (e)  deviendront 

Ca  €«.'  —  C,  é!-.»  C.  e,  c-.'  —  c,  Ô,  e«.* 

w    '=    9.-9.    '  ^= — ^r-^, — 

Si  les  racines  de  l'équation  (d)  étaient  imaginaires,  les 
valeurs  dej^  et  z  se  présenteraient  sous  une  forme  imagi- 
naire, et  on  leur  donnerait  la  forme  réelle  par  les  transfor- 
mations ordinaires.  Mais,  si  ces  racines  étaient  égales,  les 
dénominateurs  de  /  et  z  deviendraient  nuls  ;  alors  les  for- 
mules (^]  seraient  absurdes,  à  moins  qu'on  ne  supposât, 
comme  on  peut  le  faire,  que  les  constantes  C,,  Ci  de- 
vinssent égales  en  même  temps  que  0s,  ^i,  et  ces  formules 

donneraient  les  valeurs  de  r  et  r  sous  la  forme  -• 

^  o 

Pour  déduire  des  équations  (^)  les  valeurs  relatives  à  ce 
cas  particulier,  on  pourra  supposer  que  les  coefiEicients  des 
équations  (a),  ou  seulement  l'un  d'eux  choisi  à  volonté, 
soient  modifiés,  de  manière  que  les  valeurs  de  0  ne  soient 
pins  égales,  et  qu'on  iasse  tendre  ensuite  ces  coefficients 
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vers  les  valeurs  données.  II  sufBra  de  trouver  les  limites  des 
valeurs  àej  et  z,  avec  deux  constantes  arbitraires,  pour 
avoir  la  solution  cherchée.  On  pourrait  suivre- pour  cela  la 
même  marche  qui  a  été  suivie  précédemment  dans  un  cas 
semblable;  mais  il  est  possible  d'abréger  le  calcul  par  les 
considérations  suivantes,  qui  sont  applicables  dans  d'autres 
circonstances. 

On  remarquera  d'abord  que  les  deux  ter.mes  des  fractions 
qui  représentent  jr  el  z  peuvent  être  regardés  comme  des 
fonctions  de  la  variable  0^  qui  tend  vers  la  limite  0i  :  car  a 
dépend  de  d,  par  la  seconde  des  équations  (6),  et  la  con* 
stante  C,  tendant  vers  Ci  peut  être  considérée  comme  une 
fonction  arbitraire  de  0,,  ayant  pour  limite  Cf.  On  pourra 
alors  traiter  les  formules  (^)  d'après  les  règles  ordinaires 

relatives  aux  fractions  qui  se  réduisent  a  -  pour  une  valeur 

particulière  d'une  lettre  qu'elles  renferment. 

DiiTérentiant  donc  par  rapport  à  0^  l^s  deux  termes  des 
fractions  qui  représentent  j^  et  z,  on  aura  pour  la  pre- 
mière 

et  pour  la  seconde 

et  l'on  aura  les  limites  àejr  et  «,  en  faisant  dans  ces  exprès- 

dC 

sions  0s=  ^19  <h  =  ^J9  C!s=  Cl,  et  observant  que  -— ^  sera 

ttV] 

une  constante  entièrement  arbitraire  C,  ptûsque  Ci  est  une 
fonction  arbitraire  de  0^.  Quant  à  -^9  on  en  déterminera 
la  valeur  au  moyen  de  la  seconde  équation  (6),  dans  la- 
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quelle  on  considérera  A  et  Ai  constants ,  ce  qui  donne 

On  trouvera  ainsi,  pour  le  cas  des  racines  égales. 

»  =  (C  —  C,  A,  x)  c«t',     j-  =  (C,  —  0,  C  -4-  0,  C,  A,  x)  c'i'. 

167.  Si,  dans  les  équations  (i),  les  coefficients  A|, 
At, . . . ,  Pi,  Pi,  • . .  étaient  fonctions  de  or,  la  méthode  em- 
ployée devrait  nécessairement  être  modifiée,  parce  que 

-7-  -f-  ©i  -; — h ...  4-  9-^1  -r-  ne  serait  plus  la  dérivée  de 
dx  dx  dx  * 

r-f-  9i  ^  -I-  - . .  -4-S,„_i  M,  vu  que  les  facteurs  ôj , . . . ,  6^_i 
ne  pourraient  plus  être  constants.  Néanmoins  on  commen- 
cerait de  la  même  manière,  et  Ton  poserait 

d*où  Ton  tirerait 

dr        ^  dz                   ^       du        dv           dOi                       ^Ow-i 
-:: — I-  9j [-  , . ,  -^  Oji«.i  —  =  —  —  a •  t  t  —  u • 

dx  dx  dx        dx  dx  dx 

L'équation  précédente  servirait  à  éliminer  y  de  l'équation 
obtenue  en  ajoutant  les  m  équations^  on  égalerait  ensuite 
a  zéro  les  coefficients  des  m  —  i  variables  ^,...,  u  dans 
cette  équation  ;  il  en  résulterait  d'abord  m  —  i  équa- 
tions non  linéaires  du  premier  ordre  entre  les  m  —  i  va- 
riables 01,. . .,  6m-M  e^)  en  outre,  une  équation  du  premier 
ordre  en  f^,  que  l'on  traiterait  après  la  détermination  de 

^lî  .  .  -,  "m-l" 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  procédé,  soient  les  deux 
équations 

{a)  -^-f.Aj-+-Bz  =  X,      ^4-A,r-hB,a  =  X,; 

multipliant  la  seconde  par  d,  et  l'ajoutant  à  la  première, 

Cale.in/.D.-'U.  '  l6 
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il  vient 

(b)       ^4-0^4-  { A  -f-ÔA,)^  +  (B  -+-  ÔB,)z  =  X  -h  OX,. 

Posotis 

^-i-Oz=:i»,     d'où    ^=P  —  0^ 
et 

dy       ^  dz        di>  dB 

_£.4-0  —  :^ a  — : 

de  dx        dx  dx 


réquatîon  {h)  devient  alors 

dv 


_j;r^i4-A,G>-4-(A  — B,)Ô  — Bl-+-{A  +  ÔA,)t'=rX-f-ôX.. 

Si  Ton  égaie  à  zéro  le  coefficient  de  z,  on  aura,  au  lieu  de 
cette  équation,  les  deux  suivantes  : 

^^)  d. 

f  —  -f-(A-l-ÔA,)i'  =  X-f-OX,, 

V  dx 

On  commencera  par  chercher  à  intégrer  la  première,  qui 
ne  renferme  que  0  el  x\  et,  si  l'on  peut  y  parvenir,  la  se- 
conde donnera  ^  sans  difficulté.  On  déterminera  ensuite 
^  et  r  en  prenant  deux  valeurs  de  9  correspondant  â  deux 
valeurs  de  la  constante  qu'elle  renferme. 

Si  les  coefficients  sont  constants,  on  peut  satisfaire  à  la 
première  des  équations  (c)  en  posant 

A,ô»-4-(A  — B,)0  — B  =  o, 

ce  qui  donnerait  pour  9  deux  valeurs  \  on  en  trouverait,  par 
suite,  deux  pour  y^  et  Ton  en  déduirait  j^  et  z.  On  poiu*rait 
aussi  intégrer  généralement  l'équation  en  6,  et  prendre 
deux  valeurs  de  cette  fonction  de  x  correspondant  à  deux 
valeurs  de  la  constante,  comme  dans  le  cas  où  les  coeflicients 
étaient  fonctions  de  x. 

Ce  dernier  procédé  sera  appliqué  avec  avantage  au  cas 
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OÙ,  les  deux  racines  de  Téquation 

étant  égales,  les  formules  données  par  le  premier  devien- 
nent illusoires.  Dans  ce  cas,  on  a,  en  désignant  par  a  cette 
valeur  de  9, 


d*où 


^-{_A.(0-aj^  =  O, 


0  =  a  H- 


A|  .r  -h  c 

c  étant  une  constante  arbitraire.  En  donnant  à  c  les  deux 
valeurs  oo  et  o,  qui  sont  ici  les  plus  commodes,  on  trouve 

pour  0  les  deux  valeurs  a  et  a  -! qui,  substituées  dans 

la  seconde  équation  (c),  donneront  deux  valeurs  de  i^,  d'où 
l'on  tirera  y  el  z, 

i68.  Autre  méthode  dans  le  cas  des  coefficients  con- 
stants. —  Lorsque  les  derniers  termes  Xj , . . . ,  X,„  des 
équations  (i)  manquent,  on  remarque  d'abord  que  la 
somme  de  plusieurs  systèmes  de  valeurs  de  j^, . . . ,  u,  qui 
satisfont  séparément  à  ces  équations ,  y  satisfait  aussi ,  et 
que,  par  conséquent,  il  suffit  de  trouver  m  systèmes  renfer- 
mant chacun  une  constante  arbitraire. 

Pour  cela,  on  établira  des  rapports  déterminés  arbitraires 
entre  les  variables,  en  posant 

d'où  résulteront  les  équations  suivantes  : 
dy 

^  4-r{A|  -HB,a-f-...-f-  P,  f*)r=rO, 
a  ^-4-^  (A,  -{-Baa-f-...-h  P,p)=o, 


dr 

ft  ~  +  r  (  A«  -I-  B«  a  -h .  . .  -+-  P,.  u  )  =  o . 


i6. 
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Pour  que  ces  équations  s'accordent,  on  aura  les  m  —  i  oon- 
iitions 

As  -4-  B,  a  -f- . .  .  -f-  P,  f*  =  a  (A,  +  B,  a  -f- .  .  .  -+-  P,  p;, 

» 

A.-i-B«a-h.  .  .  +  P,f*=r  f*(A,  -f-Bia-4-. .  .-hPi/x), 

ou,  en  introduisant  une  nouvelle  inconnue  — a  qui  re- 
présente le  facteur  commun  â  tous  les  seconds  membres, 

/  A,  H-  B,  a  -4-  .  .  .  H-  P,  fi  =  —  a, 
.^.  '  A,  4-  Bj  a  -+-...  H-  P,  fi  =  —  aoL, 

\ 

\   A„-+-B„a-h...-î-P«fAr:=  —  «p. 

Si  des  m  —  i  dernières  on  tire  les  valeurs  de  a,  6,...,  fz, 
on  reconnaîtra,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  Téqua- 
tîon  en  a  sera  du  m**""  degré,  et  il  serait  facile  de  prouver 
Tidentité  de  ces  deux  équations  en  a,  d'après  la  forme  des 
équations  (3)  et  (6). 

Pour  chaque  valeur  de  a  on  aura  un  système  de  valeurs 
de  a,  S,...,  fx,  et  il  ne  s'agit  plus  que  de  connaître j^,  qui 
sera  donné  par  l'équation 


dx 


-, «J  =  o, 


d*oùj'  =  Ce^',  C  étant  arbitraire;  on  aura  donc  une  so- 
lution des  équations  proposées  en  prenant 

On  aura  m  systèmes  semblables,  en  prenant  pour  a  ses 
m  valeurs  \  ils  renfermeront  cbacun  une  constante  arbitraire, 
et,  en  les  ajoutant,  on  aura  la  solution  générale  de  la  ques- 
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tion,  exprimée  par  les  formules  suivantes  : 

^'^  

(  tf  =  C|  pi,  <?■«'  -+■  C,  fAj  <?•-.'  -h ...  -f-  C«  |x«  «•-'. 

Si  plusieurs  des  racines  a^  at,. . . ,  a^  devenaient  égales, 
on  agirait  comme  on  l'a  déjà  fait  en  pareille^  circonstance, 
et  les  vsileurs  de  j^,  ^, . . .,  u  contiendraient  toujours  m  con- 
stantes arbitraires. 

i  69.  n  est  facile  de  passer  de  ce  cas  à  celui  des  équa- 
tions (i)  :  il  sufBt,  pour  cela,  de  substituer  aux  constantes 
Cf,  CsvM  C«  dc^  fonctions  de  a:,  comme  nous  Tavons  déjà 
fait  dans  une  circonstance  analogue. 

Différentiant  les  équations  (7)  et  reportant  les  valeurs 

de  ~-j  •  •  •  j  —  dans  les  équations  (i),  il  ne  restera  que  les 

termes  affectés   des  différentielles  de  Ci , . . . ,  C„ .   et  les 
seconds  membres  X|,. . . ,  X^. 
On  aura  ainsi 

ax  dx  dx 


9 


dOty  dCi  dCm       -, 

On  tirera  de  là  les  valeurs  de  -7-^?  •  •  •  >  -7-^  en  fonction 

eLc  ax 

de  x\  et,  en  les  intégrant,  on  connaîtra  Ci, . . . ,  C^.  Si  on 
les  substitue  dans  les  équations  (7),  on  aura  les  solutions 
générales  des  équations  (  i),  renfermant  les  m  constantes  qui 
proviennent  des  quadratures  relatives  à  Ci, .  •  • ,  C». 

170.  On  peut  appliquer  à  plusieurs  équations  simulta-* 
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nées  une  remarque  qui  a  été  faite  précédemment  dans  le 
cas  d'une  seule  équation  différentielle. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  équations  du  premier 
ordre 

(l)  F  (jr,  y,  z,  y\  zf)  zrr.  o,    /(ar,  y,  z,  r\^)  =  O, 

dans  lesquelles  on  suppose  j^'=  -S^^  ^=^'r* 

Admettons  qu'on  connaisse  les  intégrales  générales  de 
ces  deux  équations,  et  représentons-les  par 

a  et  b  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Les  équations  (i)  deviendraient  identiques  en  x^  a^  b^ 
si  Ton  y  substituait  les  expressions  (2).  Si  nous  les  diffé- 
rentions  par  rapport  à  a  dans  cette  supposition,  nous  au- 
rons des  résultats  identiquement  nuls  ^  d'où  résulteront  les 
équations 

i^F  dr       dY  dz        dY  dy'       d¥  dzf 
df  df         df  dz         df  dx'         df  dz' 


H —  ^rr  O 

dy  da    '    dz  da    '   dy'  da         dz'  da 

dy  dz 

OU,  en  posant  -^z=u^  —z=z  v^ 

l  dY  dF  dF  du       dF  dv  ___ 

\  dy  dz  dy'  dx       dz'  dx         ' 

^  ^       ^      /y  ^     ^  ^  _ 

dy  dz'  dy  dx       dz'  dx 

dF 
Concevons  maintenant  que,  dans  les  coefficients  ;r-'**-v 

—»•••»  on  ait  remis  pour  j^,  z,  j'^  z*  leurs  valeurs  en  x, 
a,  6,  on  aura  deux  équations  linéaires  en  u,  v^  à  coefficients 
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fonctions  de  x,  qui  seront  satisfaites  quand  on  y  metti^a 

pour  M  et  ^^  les  fonctions  -7^5  ~^- 

da     aa 

On  verrait  semblablement  que  les  équations  (3)  admet- 
tent pour  solution  -ttj  -;?• 
*  do    du 

Donc,  si  l'on  désigne  par  A  et  B  deux  constantes  arbi- 
traires, les  intégrales  générales  des  équations  (3)  seront 

da  do 

^d^       ^d^ 

Si  Ton  n'avait  donné  que  des  valeurs  de  y  et  de  z  avec  une 
seule  constante  a,  on  n'aurait  pu  avoir  qu'une  intégrale 
particulière  du  système  (3). 

On  voit  ainsi  que,  lorsqu'on  connaîtra  les  intégrales  gé- 
nérales d'équations  simultanées  de  forme  et  d'ordre  quel- 
conques, on  pourra  former  un  système  d'équations  linéaires 
simultanées,  respectivement  de  même  ordre,  à  coefficients 
variables,  et  dont  les  intégrales  générales  se  déduiront  des 
premières  par  de  simples  difTérentiations. 
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CHAPITRE  XII. 

INTÉGRATION  PAR  SÉRIES. 


171 .  Nous  avons  déjà  vu  comment  on  pouvait,  au  moyen 
des  théorèmes  de  Taylor  et  de  Maclaurin,  développer  en 
série  l'intégrale  d'une  équation  dilTércntielle  d'un  ordre 
quelconque.  On  y  parvient  encore  au  moyen  des  coeflScicnts 
indéterminés.  Nous  allons  donner  quelques  exemples  de 
l'une  et  de  l'autre  méthode. 

G>nsidérons  d'abord  l'équation 

on  trouve,  en  la  différentiant, 


'-v-^^;Z?--*-"';S"^''^  =  ^' 


X 


Faisant  a:  ==  o  dans  toutes  ces  équations,  on  a 
tif  d*x ^  d\r  d*r /î' 

et,  en  général,  si  m  est  impair, 


»  •  •  •  1 
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et  s'il  est  pair, 


m  m 


■j— = —       OU —9 

suivant  qu'il  est  ou  non  divisible  par  4- 
On  tire  de  là,  par  la  formule  de  Maclaurin,      ^ 

1.2,3       1.2.3.4*5        1...7  / 

^  sinj?  i//î 

—  70 ^^-* 

Ainsi  «  en  représentant  par  G  la  constante  arbitraire —=;» 

sjn 

on  a 

Csin.r  Jn 

r= — — ^• 


Cette  expression,  ne  renfermant  qu'une  constante,  n'est 
pas  l'intégrale  générale^  elle  donne  seulement  celle  qui 
peut  se  développer  suivant  la  formule  de  Maclaurin. 

Connaissant  une  intégrale  particulière,  ou  aura  l'inté- 
grale générale  en  regardant  C  comme  fonction  de  x,  et  l'on 
sera  conduit,  d'après  la  méthode  exposée  précédemment, 
à  une  équation  linéaire  du  premier  ordre. 

On  trouve  d*abord ,  en  substituant  la  valeur  de  y  dans 
l'équation  proposée, 

//'C  ,-  dC  r 

-r-~  -4-  2  v«  -r-  cota:  Un  =  o; 
ax^  dx  ' 

dC 
posant  —  =  /?,  on  parvient  a 

7=9 


sin'j:  ^n 
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Cl  étant  une  constante  arbitraire  ^  on  déduit  de  là 

C  et  C^  étant  des  constantes  arbitraires.  L'intégrale  géné- 
rale de  la  proposée  est  donc 

,   .  C'sinxi/n  h-C'cosj:  ^ 

(2)  r= — —• 

X 

i72.  Si  Ton  employait  la  formule  de  Taylor,  au  lieu  de 
celle  de  Maclaurin,   on  obtiendrait  Tintégrale  générale. 

L'équation  (i)  ferait  connaître  la  valeur  de  -j-^  en  fonction 
de  j'ç  et  [-j-]  relatifs  à  la  valeur  arbitraire  x^  \  et  ses  déri- 
vées successives  feraient  connaître  (  -r-^  \  9  •  •  •  »  ce  qui  dé- 
terminerait le  développement  de  j^  suivant  les  puissances  de 
X  — Xo,  renfermant  deux  constantes  arbitraires.  11  est  facile 
de  vérifier  que  cette  valeur  de  j^  coïnciderait  avec  celle  que 
donne  l'équation  (2),  en  développant  celle-ci  par  rapport 
aux  puissances  de  J? — Xo,  après  l'avoir  mise  préalablement 
sous  la  forme. 

C,  sin  (x  —  .r.)  ^n  -+-  Cj cos( x  —  Tf^yfn 

.r  —  jr, 

IH 

X. 

173.  Intégrons  maintenant  la  même  équation  par  la  mé- 
thode des  coefficients  indéterminés.  Soit 


^  =:«,  JT*  +  ^7,  j:*  -T-  «s  JCÏ  -+-  Û4  ^*  -+-... , 

la  dérivée  étant  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  crois- 
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santés  de  x  ;  on  en  déduit 

^  dr  ^  * 

0?   OOP 

— -  =a,a(a  — i)a--»  +  a,6(6  — l)x«-« 
-f-  ^ï,  7  (y  —  l)  a?T-»  -4- 

La  somme  des  seconds  membres  de  ces  équations  doit 
être  nulle,  quel  que  soit  x,  en  vertu  de  Téquation  proposée  : 
ce  qui  exige  que  les  coefBcients  des  termes  de  degrés  diffé- 
rents soient  nuls  séparément. 

Le  plus  faible  exposant  est  a  —  a«,  le  coefficient  du  terme 
total  de  ce  degré  donne  la  condition  a(a-f-i)  =  o,  équa- 
tion à  laquelle  on  satisfait  par  a  =  —  i  oua==o. 

I**  Soit  a  =  —  I,  Le  terme  na^af^  ne  pouvant  dispa- 
raître de  lui-même  doit  se  réduire  avec  d'autres;  il  faut 
donc  que  a  ne  soit  pas  inférieur  à  6  —  a.  Si  6  —  2  <^  a,  il 
faudra  6(6-f-i)  =  o  pour  que  les  termes  de  degré  0  —  2 
se  détruisent,  ce  qui  ne  donne  que  6  ^=  o,  puisque  6  ]>«. 
D  faudra  ensuite  que  Ton  ait 

7  —  2  =  a,     i  —  2r=€, ...; 

les  coefficients  donneront  les  conditions 

«37(7  +  1)"+"  ''^i  =  ^»     «4  ^ (  ^  +  i)  -4-  na^  ==  o, .  . . . 
On  tire  de  ces  diverses  équations 


a  = 

=  

-I< 

r     6  = 

0, 

7  = 

=    Il 

*  = 

a,.. 

•> 

«» 

=• 

a,  n 

> 

1.2 

a% 

«1 

/»» 

•  •> 

I 

.2 

.3.4'" 

<»4 

a    • 

1   •  I 

a^n 

.  •  « 

«•  = 

•     a    •    « 

fl,  rî* 

a    *    A 

1.2.3 

I. 

•    • 

2.3.4 

.5'' 

... 

•  •  7 

•    .    a    • 
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Il  7  a  donc  deux  constantes  indéterminées  ag,  Af,  et  la  va- 
leur de^  est 

(I        nx  Tf'jr*  /i*x*  \ 

X  1.2  1.2.3.4  I.2.3.4*â«6  / 

(/UT*  W'X^  \ 

1.2.3        1.2. 3. 4*5  / 


ou 


«1    .        r 

flfi  cosx  Jn        \^n 

y  = ^  H-  ^ 1 

X  X 

solution  identique  avec  celle  que  nous  avions  déjà  trouvée. 

Nous  avons  pris  6  —  ^  <C  ^9  mais  nous  aurions  pu  prendre 

S  —  2  =:  ûc.  Dans  ce  cas,  nous  aurions  trouvé  seulement 

aiCOs.ry^  .     ,  ,  •      /       1  .•     !•* 

y  = -j  ce  qui  n  est  qu  une  intégrale  particulière. 

La  solution  n'aurait  été  complète  qu'en  considérant  Thypo- 
thèse  a  =  o  que  nous  avons  déjà  indiquée,  et  que  nous 
allons  examiner. 

2®  Soit  oc  =  o.  Dans  ce  cas  on  ne  peut  avoir  6  —  a  <^  a, 
parce  que  le  coefficient  de  x*~' devrait  être  nul,  ce  qui 
donnerait  6(6  +  i)=o,  équation  impossible,  puisque 
6>«.  On  aura  donc  6 —  2  =  a  et,  par  suite,  y  —  2  =  6, 

Les  exposants  ont  donc  les  valeurs  suivantes  : 

a  =  o,    6  =  2,     7  =  4»..-; 
les  coefficients  seront 


^z,  n  fil  /?' 

1.2.3  1.2.3.4*5 


et  par  suite 


a. 


—  sinx  v/z 

y« 

x  = 


llfTÉGKATION    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.       ^53 

On  ne  trouve  donc  encore  qu'une  intégrale  particulière, 
puisqu'il  n'y  a  qu'une  constante  arbitraire.  Réunie  à  celle 
que  nous  avions  trouvée  en  dernier  lieu,  elle  donnerait  Tin- 
tégrale  générale. 

174.  Soit  encore  Téquation 

d'^y       I  dy 

dx^        X  dx  ' 

posons 

^  z=  Al  ar»  -+-  A,  X*  -h  As  arT  -+- . . .  ; 
on  aura 

X  iix 

-^  =  A,«(a— i)x«-»-hA,6(6  — i)x«-» 
H-  A,  7  (7  —  i)  x^-^  + . . . . 

La  somme  des  seconds  membres  de  ces  trois  équations 
doit  être  identiquement  nulle  en  vertu  de  Téquation  pro- 
posée. Les  termes  renfermant  x^~*  doivent  se  détruire,  ce 
qui  donne 

a{a — i)-4-a=0     ou     a  =  O. 

Les  termes  renfermant  x^'~*  ne  sauraient,  dans  ce  cas, 
être  de  degré  inférieur  à  a;  car  leurs  coefficients  don- 
neraient 

S=r  o, 

ce  qui  ne  peut  être.  Donc 

6  —  2r=a,      7  —  2  =  6, ... 

Ainsi 

a=o,     6  =  2,     7=4»     4  =  6,  ...♦ 

Les  coefficients  donnent  les  conditions 

Al  <>'  4-  Ai  =  o,     A,  7*  -f-  A,  =  o, . . . , 
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d'où 

et,  par  suite, 

On  ne  trouve  par  ce  procédé  qu'une  intégrale  particulière^ 
puisqu'il  n'y  entre  qu'une  constante  arbitraire. 

175.  En  appliquant  le  même  procédé  à  l'équation 

-T*   —    m:  O* 

on  trouvera 

'  -  7 -^  ^^73  ~  ^îrPl  "^  iïTsMTs  ^  •  •  V  ' 

ce  qui  n'est  encore  qu'une  intégrale  particulière  \  d'où  l'on 
conclut  que  l'intégrale  générale  n'est  pas  développable  sui- 
vant les  puissances  positives,  entières  ou  fractionnaires  de  x. 
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CHAPITRE  XIII. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
AU  MOYEN  DES  INTÉGRALES  DÊFI>1ES. 


176.  Nous  avons  donné  des  moyens  pour  ramener,  dans 
certains  cas,  Tintégration  des  équations  difTércnti elles  à 
celle  de  fonctions  de  x  ou  de  j^  seulement.  Quand  cela  n'est 
pas  possible,  on  cherclie  quelquefois  à  ramener  le  problème 
à  l'intégration  d'une  fonction  renfermant  x  et  une  autre 
variable,  par  rapport  à  laquelle  on  intègre  entre  des  limites 
déterminées,  en  regardant  x  comme  une  constante.  Cette 
forme  d'intégrale  définie,  donnée  à  y^  est  souvent  utile 
dans  les  questions  de  Physique  mathématique,  et  elle  le 
serait  bien  davantage  encore  si  l'on  avait  des  Tables  qui 
fissent  connaître  la  valeur  de  cette  intégrale  pour  une  va- 
leur quelconque  de  la  constante  x  qu'elle  renferme. 

177,  Un  moyen  que  l'on  emploie  souvent  pour  obtenir 
ainsi  la  valeur  de  j^  consiste  à  développer  d'abord  cette  va- 
leur en  série,  et  à  sommer  cette  série,  lorsqu'on  peut  recon- 
naître une  relation  simple  entre  son  terme  général  et  l'in- 
tégrale définie  du  terme  général  du  développement  d'une 
fonction  connue  de  x  et  d'une  autre  variable,  par  rapport 
à  laquelle  se  fait  l'intégration.  C'est  ce  que  nous  allons 
éclaircir  par  des  exemples. 

Soit  l'équation 

d^r        m  dy 
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qui  se  présente  dans  beaucoup  de  qucslioiis  de  Physique  et 
de  MJcanique.  En  Tintégrant  par  la  méthode  des  coefE- 
cients  indéterminés,  on  obtient  les  deux  séries  suivantes, 
qui  fournissent  chacune  une  intégrale  particulière  : 

-  v 


J.-.+I 


^— «l+tp-K 


1.2...^.;—  m-:-  3j'^—  /?«-}-5)...i— m-|-2/?-M) 


-f- 


(î)'- 


r=A'' 


i.(»j-t-i}       i.a.'/n -r  i)(ffi  H-3) 


1 . 2 . 3 -  (/»  H- I;  (/» -f- 3) .  .  .  (m  H- 5) 


— •-  «  •  • 


(-;) 


jJ/» 


1 .  2 .  .  .  /; .  ;m  -f-  I  )  (  m  4-  3  j .  .  .  ^m  H-  2/>  —  i  ) 

Si  Ton  ajoutait  ces  deux  valeurs  de^,  on  aurait  l'intégrale 
générale  renfermant  deux  constantes  arbitraires  A  et  A'« 
La  première  de  ces  séries  devient  illusoire  lorsque  j^  est 
un  nombre  positif  impair,  et  la  seconde  lorsque  m  est  un 
nombre  négatif  impair.  Ainsi,  dans  tous  les  cas ,  l'une  des 
deux  subsiste,  et  Ton  sait  comment,  une  intégrale  particu- 
lière étant  connue,  on  pourra  trouver  l'intégrale  générale. 
Si  Ton  désigne  par  Ti  l'intégrale  connue,  l'intégrale  géné- 
rale sera  donnée  par  la  formule 

Pour  obtenir  une  série  de  même  forme  que  la  seconde  des 


/• 
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ileux  précédentes,  considérons  d*abord  le  développement 

suivant  : 

,  ,  a'cos'ft)        ûi*cos*« 

ces  (  a  cosw  )  =  I \ r— 7  —  •  •  • 

^  '  2  1.2.3.4 

( —  a^ycos'P 

"T~         :      A  ~T~  •  •  •  i 

1  .  2  .  O  .  .  .  7.p 

multiplions  les  deux  membres  par  sin"""*  cd  d(ù  et  intégrons 
entre  o  et  tt,  en  supposant  toutefois  m  positif,  sans  quoi 
l'intégrale  serait  infinie.  En  ayant  égard  à  la  formule  sui- 
vante, qui  s'obtient  par  les  procédés  connus  de  réduction  : 

ÎT 

cos"'oi>$ini^6>€/6i 


i 

1.3.5. .  .(2/  — 3)^2/  — i)  f  . 

(f*  -t-  2j  (p  -f-  4  j .  .  .  (p  -r  21  —  2j  (p  -1-  2i)J^ 

et  dans  laquelle  il  faut,  pour  la  même  raison,  supposer 
fiy>  —  I ,  on  arrivera  à  Téquation 

cos  ( a  coso» )  sin"' -'  <ùdoi=  j      sin'"~' u  r/a>  —  . . , 


...  9 


1 .2.3.  . ./?.(/«  ~i-  i}(/n  H-  3j.  . .(/»  -f-  27?  —  i) 

ou,   en  posant  a  =  xyjn    et   mettant  i     sin^^^wrfcn)  en 

Jo 
facteur, 

cos  (x  y^  cos  w  ;  siQ"*~'  w  dfù 


nx'  fnj-^K^ 


2 

I ; r   -4- 


i^) 


X^  .  ,  I.(/?i-m)         l.2.(w-hi)(/?i4-3) 


--f-... 


i.2.../?.(m-.  ij(m-f  3j...^w-r  2/7— ly       "y 
Calcul  inf,  Z).  —  II.  in 
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ce  qui  n'est  autre  chose  que  notre  seconde  série,  â  un  fac- 
teur constant  près.  L'intégrale  qu'elle  exprime  peut  donc 
«e  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

7"  =  B  I     ces  \x  ^n  cos«  )  sin"""'  ai  </«, 
Jo 

pourvu  que  Ton  ait  m  ^  o. 

Quant  à  la  première  série,  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 


/î.r* 


1  — 


(¥)' 


i.(— m-i-3)       i.2.( — /ii-h3j(— /n-+-5j 

■ (-?)'     ,. 

I. a... /?(—•/«  -f  3y( — /»-l-5;...( — m-^-  2y?-h  ij 

on  voit  que  la  partie  comprise  entre  les  parenthèses  ne  dif- 
fère de  la  précédente  que  par  le  changement  de  m  en 
—  m  -h  ^  •  On  pourra  donc  mettre  cette  dernière  équation 
sous  la  forme  suivante,  pourvu  que  l'on  ait  m  <  a  : 

^  r-:  B|  J:'~"  I       COS  [x  ^n  COS6>)  sîn'~*»  r/û», 

Bi  étant  une  constante  arbitraire.  L'intégrale  générale  de 
l'équation  (i)  sera  donc 

~  B  I      cos{x  \jn  cos«)  sin*^' ta rf« 

(3)        (  •^" 

4-  B,  x'""  I      ces  \x  sjn  cos«)  sin'-"»  dtù^ 

Jq 

toutes  les  fois  que  l'on  aura  les  deux  conditions 

TO>0,     m<^2. 

Si  m  est  en  dehors  de  ces  limites,  une  seule  des  deux  inté- 
grales subsistera,  et  l'équation  (3),  réduite  à  l'un  de  ses 


\ 

I 
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deux  termes,  ne  donnera  plus  qu'une  intégrale  particulière. 
Dans  ce  cas,  l'équation  (2)  fera  connaître  l'intégrale  gé« 
nérale. 

Considérons  maintenant  les  deux  cas  particuliers  corres- 
pondant à  m  =  o  et  771  r=  a. 

i78.  Soit  d'abord  m  =  Oy  ce  qui  réduit  l'équation  pro- 

posée  à  -v-7  -h  ny  =  o.  On  devra  se  borner  à  la  seconde 

partie  de  la  formule  (S),  et  l'on  aura  l'intégrale  particu- 
lière 

jrt^=BtX  j     cos  {x  ^n cos»)  un» d». 

Effectuant  l'intégration  et  représentant  par  C  une  constante 
arbitraire,  il  vient 

^,  =  Csinx^/i. 

La  formule  (2)  donnera  par  suite,  en  représentant  par  C« 
une  seconde  constante  arbitraire, 

(4)  ^  =  Csiûx^ -t- C|COSj?^. 

On  serait  arrivé  plus  simplement  à  ce  résultat  en  traitant 
directement  l'équation 

En  opérant  comme  nous  l'avons  indiqué  pour  les  équations 
linéaires  â  coefficients  constants,  on  trouve  immédiatement 
la  formule  (4). 

179.  Soient  maintenant  m=:t  a  et,  par  suite, 


i^\  rf'r        2  dy 

(5)  ^V-^i^-^''J'=°5 


•7 


a6o 


LIVRE    IV. 


on  ne  conservera  que  le  premier  terme  de  la  formule  (3), 
et,  en  eflectuant  Tintégration,  on  trouvera 

Csinxi/Ti 

x,=—- 

D'après  cela,  Tëquation  (2)  donnera,* pour  la  valeur  de  Tin- 
tegrale  générale, 

C  sin j:  i/«  -j-  C,  cosx  Jn 
jr= ^ ^- 

On  pourrait  traiter  directement  l'équation  (5),  et  poser 
y  z=z  -'^  on  obtiendrait  ainsi 


d^u 


d'où 

tf  r-ii  C  sinx  V^  -{-  Cl  cosx  ^ 

et  par  suite 

C  sinx  Jn  "hCi  cosx  Jn 

r== —* 

X 

180.  Il  est  un  autre  cas  particulier  qui  exige  un  artifice 
analogue  à  celui  que  nous  avons  plusieurs  fois  employé  dans 
certains  cas  de  racines  égales  :  c'est  celui  où  l'on  a  m  =  i  - 
les  deux  parties  de  la  formule  (3)  se  réduisent  à  une  seule, 
et  l'on  n'a  plus  qu'une  intégrale  particulière,  bien  que  la 
valeur  de  m  tombe  entre  les  limites  o  et  2.  On  pourrait 
bien  encore  recourir  à  la  formule  (a);  mais  on  obtiendra 
beaucoup  plus  simplement  l'intégrale  générale  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Remplaçons  m  par  1  +  ^  dans  la  seconde  partie  de  j^, 
dans  la  formule  (3)  *,  elle  devient 

cos\^x  yïicosw)  (8in&iy~*Éfc»; 
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or 

X~*  =  l  —  ilx-i Px  —  .  .  .  , 

1.2 

fsin»Wr=:i  —  ^Isino»  H /'sin«  — . . ., 

^  l.a 

d'où 

x-^ (sino))-^  =  1  —  ^(Ix-hl sinw)  -h . . . , 

et  la  seconde  partie  de  la  valeur  de^  devient,  eu  négligeant 
les  puissances  de  S  supérieures  à  la  première, 

Bj   I      cos[x  ^ncosti)dfù 

Jo 

—  B,^  I      cos(ary^cosw)  (1  ar +■  Isin6>)^o>; 
Jo 

la  première  partie  de  j^  devient  de  même 

B  I      cos(;r^cos6))£?»  +  B^  I      cos(.r  y^cos»)lsin6>£?6>. 

Ajoutons  ces  deux  expressions  et  posons  B  -H  Bj  =  C,  C  dé- 
signant une  constante  arbitraire,  on  aura 

I       €Os(j:y/«COSM)  A) 
0 

cos(jî  V'^cos»)  (I  J:^-  Isin «)£/&> 

_ 


■+- 


J/»7r  _ 

'      cos  (x  y//2  coS6>)  i  sin  w  d(a, 
o 


Supposons  maintenant  que  d  tende  vers  zéro,  et  Bd  vers 
une  constante  arbitraire  Ci  *,  on  aura,  pour  la  valeur  com- 
plète de  j^,   en    passant  à    la  limite    et  observant  que 
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Ix-h  ^Isino)  =  1  (arsîn*w}, 


-X 


cos  (x  ^n  cosw)  dfù 


o 


Jo 


Telle  est  rintégrale  générale  de  Téquatlon 

181 .'  Il  est  bon  de  remarquer  que,  toutes  les  fois  que  m 
sera  un  nombre  pair  positif  ou  négatif,  Tune  des  deux  parties 
de  la  valeur  de  y  donnée  par  Téquation  (3)  pourra  s'ex- 
primer sans  aucun  signe  d'intégration  -,  quant  à  l'autre, 
elle  disparaîtra,  vu  que  m  sera  en  dehors  des  limites  o  et  a. 
Pour  le  démontrer,  désignons,  en  général,  par  A^  l'intégrale 

définie  1     cos(Xcosei>)  sin^co^o);  l'intégration  par  parties 
«/o 

donne  la  relation  suivante,  en  supposant  />  ^  3  : 

Si  p  est  un  nombre  pair,  on  parviendra,  au  moyen  de  cette 

formule  de  réduction,  à  A^  ou  /      cos(Xcosci))^fGi),  qui  ne 

Jo 

peut  être  obtenu  exactement  en  fonction  de  X.  Si,  au  cou- 
traire,  p  est  impair,  A^  est  ramené  à  As  et  A,,  qui  peuvent 
être  calculés  exactement  et  ont  pour  valeurs  respectives 

A,  —  —  —  9       Aarr:  ^(sinÎL  —  >C0SX); 

d'où  il  résulte  que  l'une  des  deux  intégrales  particulières 
qui  entrent  dans  l'équation  (3)  pourra  toujours  être  expri- 
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mée  en  x^  sous  une  forme  finie,  lorsque  m  sera  un  nombre 
pair  positif  ou  négatif  • 

182.  On  peut  encore  présenter  l'intëgrale  de  Tëqua- 
tion  (i)  sous  une  forme  qui  est  souvent  préférable  à  celles 
que  nous  avons  considérées  jusqu'ici,  et  particulièrement 
lorsque  m  est  un  nombre  pair  positif  ou  négatif. 

Posons 

y  =  Aar-^  (:r)  -f-  A, x«-*-'  ç'  (x)  -H  Aj  a»"»-*/'  (.r)  -f- .  .  . , 

les  constantes  a,  A,  Aj,  As^.  •  *  étant  indéterminées,  ainsi 
que  la  fonction  (f{jo)  dont  nous  désignons  les  dérivées  suc- 
cessives par  (j^'  (jc),  f"(x)^ Substituons  cette  valeur  dey 

dans  1  équation  (i),  et  cherchons  s'il  est  possible  d'annuler 
les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x,  qui  seront  en 
évidence. 

En  différentiant  deux  fois  de  suite  j',  on  trouve 

• 

-f-/«A.r*"*(p'(j:)  H- /7iA,a:*y'(.r) -h 

^=Aa(a~i)ar*-*<|»(.r)-+-A,(a-f-i)aa;^>'(x)-f-A,(a-4-2)(a-hi)ar«(p''(x)4- 

-4-aAajr*-'«>'(x)-f-aA,(a-r-i).r»(|."(a:)-r 

Si  nous  substituons  ces  développements  dans  l'équation  (i), 
et  que  nous  égalions  à  zéro  le  coefficient  du  terme  général 
qui  contient  a:""*"''""',  nous  trouverons 

[(a  4-/>)  (a -r-y? -f- /w  —  I  )  A^ 

-\- (2a H- 2/?  -f-/w  —  2)  Ap_,-}-A^_J  fsjP{x)  -H /i A^_2 y^-'(x)  =::  o; 

et  pour  que  cette  relation  entre  ^\pc)  et  ^"^[pc)  soit  plus 
simple  et  ne  dépende  pas  de  p,  nous  poserons 

(a -}-/?)  (a  -4-;?  -+-m  —  i)  A^,  -h  (2a  H-  ap  -^  m —  2)  A^-i  =  o; 
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d'où  il  résultera 

équation  à  laquelle  on  satisfera,  quel  que  soit  le  nombre 
entier  p,  en  posant 

d'où  Ton  conclut 

f  (.r)  =  C  sinjr  y^  -h  C  cosx  \//i, 

C  et  C  étant  des  constantes  arbitraires.  Mais  ce  calcul  ne 
s'applique  pas  à  tous  les  termes  de  la  série  qui  résulte  de  la 
substitution  de  la  valeur  dej^  dans  Téquation  (1)5  il  sup- 
pose que  p  soit  au  moins  égal  à  2,  et  il  est  nécessaire  de 
considérer  à  part  les  deux  termes  qui  renferment  les  puis- 
sances a  —  iet«  —  adex.  En  égalant  à  zéro  leurs  coeffi- 
cients respectifs,  on  obtient 

a{(x,  —  i)  -hmar^O,      A|(a  -I-  l)(a  -h  m)  -1- A(m  H-  aa)  =  O. 

La  première  donne 

a  --•  G     ou     a  r=  I  —  m, 

et  la  seconde  conduit,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  à  l'équation 

A,  r=r  —  A. 

Examinons  successivement  les  développements  corres- 
pondant à  ces  deux  valeurs  de  a. 

i'^  Soit  a  n - 1 — m'^  la  relation  générale  entre  A^  et 
Ap^i  devient 

p  {p  —  m-t-i)  Ap=:{m  — 2p)Ap^i. 

En  changeant  successivement  p  en  p —  i,  p —  q,  . . .,  on 
déterminera  Ap  en  fonction  de  Ai  5  et,  comme  Ai= — A, 
on  connaîtra  le  coefficient  général  A^  en  fonction  de  A  qui 
restera  indéterminé,  mais  que  Ton  pourra  prendre  égal  à 
l'unité,  à  cause  des  constantes  C,  C^ 
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On  trouvera  ainsi 

{m  —  ip){m  —  2/1 -}- -x). .  .(m  —  4)  ' 

'  (p  —  m-f-i)(/?  —  m). ..(3  —  m)      1.2  —  p 

et  la  valeur  de  y  aura  pour  expression 

1  ^  .         r       ^,           r          <f  l  Csinxi//!  H- C'cos.r  \//7)  \ 

\  C  smor  ^n  -f-  C'cos  x  ^n—x  — ^ >— -—^  -+-...  J 

f/n  —  4)- •  •f'^ï— 2/^)   ^ — -^'^  rf^(Csin.ry^/i-f- C'cosx\/rt) 


+ 


{m — 3;...(w — /? — i)  1.1. ..p  d.iP 


Lorsque  Ton  trouvera  pour  un  certain  coefficient  A^  une 
valeur  égale  à  zéro,  la  série  arrêtée  au  terme  précédent  sa- 
tisfera à  Téquation  difiérentîelle,  et  l'intégrale  générale 
sera  donnée  par  un  nombre  fini  de  termes.  Cela  arrivera 
toutes  les  fois  que  m  sera  un  nombre  pair  positif. 

2®  Soit  maintenant  a  =  o\  la  relation  entre  Ap^i  et  A^ 
devient 

m  -^  2p  —  2 

'^  p[m-i'p  —  ij     ^ 

d'où  Ton  tire,  en  supposant  encore  A  ==  i, 

{m-¥-  2)(m  -h  i\  .  .(m  -i-  2p  —  11)     (—lY 

'         (m -h  i)(/7i -i- 2).  .  .(/» -+-/?  —  1)      1.2.../?' 

et  la  valeur  de  jr  sera 

^     r>  '       r      r^i  r  d (c  sin. r  ^ -i~Ccosx  Jn) 

Y  =  Csinx  Jn  -f-  C'cosx  Jn  —  x  — ^ — -  -4-  . . . 

dx 

{—xy{rn-\-  ii)[m~^^),.Jm-\-7.p  —  2)  dP (c sin .r ^ H- C  00s x yjn) 
1.2. ../>(;7i-+-i  j(/7H-2J...(m-f-/? — i)  clrP 

On  arrêtera  cette  série,  comme  la  précédente,  au  terme 
dont  le  coefficient  sera  nul  \  ce  qui  arrivera  si  m  est  un 
nombre  pair  négatif.  D'où  Ton  tire  cette  conséquence  im- 


L^ 
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portante,  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  peul 
toujours  s^  exprimer  par  un  nombre  fini  de  termes  lorsque 
m  est  un  nombre  pair  positif  ou  négatif, 

183.  Equation  de  Riccati.  —  L'équation  non  linéaire 
que  Ton  désigne  ainsi  est  la  suivante  : 

dx         -^ 

du 
dr 

Si  Ton  pose,  avec  Euler,  ^  =  —  9  on  obtient,  en  faisant 
ab  =  A, 

dx^ 

et  tout  se  réduit  à  intégrer  cette  équation  linéaire  du  second 
ordre  :  car  la  valeur  générale  de  u  sera  de  la  forme 

U  =  CUi-r-  C'Wa, 

C  et  C  étant  des  constantes  *,  il  en  résultera 


du            du, 
dx'^^  dx 

• 

dt 

et  par  suite 

■ 

I       dr             dx 

— 

c  dux        du, 
ï  C  dr     '    dx 

a      C       ^ 

C 
Cette  valeur  de  j^,  renfermant  une  constante  arbitraire  -;;  > 

sera  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 
U  reste  donc  à  intégrer  Téquation 

d^u 

On  peut  ramener  cette  équation  à  une  autre  de  la  forme  de 
l'équation  (i),  en  changeant  la  variable  indépendante  x,  et 
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posant  af=:kz^kelp  étant  des  constantes  indéterminées. 
On  trouve  ainsi 

£_  x'/^* h  il^i- :  xP-^ Aafu  =  O. 

A*  dz'  ^         A  dz 

Les  deux  termes  extrêmes  ne  renfermeront  plus  x  si  Ton 
pose  2p  —  a  =  m,  d'où  />  = h  1 5  et  qu'on  divise  par  x*". 

Si  l'on  divise,  en  outre,  par  ^»  et  qu'on  exprime  x  en  z^ 

n 

on  obtiendra 

d^u  m       i  du  AÂ* 

a**        m  -^  a  z  iU         '  ""        ^' 


(?-■) 


et  si,  pour  simplifier  cette  équation,  on  détermine  h  par  la 

condition 

m 


H-I 

2 


A>^«=f^^-lV,       d'où       ;t  =  -^^-=r"» 

\2         /  V^A 

on  aura  à  intégrer  l'équation  suivante  : 


dz'   ^  z  dz  ' 


qui  rentre  dans  l'équation  (1)  en  y  changeant  m  et  /z  en 
et  — 15  ce  qui  donne  lieu  aux  conséquences  sui- 


vantes  : 

1®  Si est  un  nombre  pair  positif  ou  négatif,  les 

deux  valeurs  de  u  pourront  s'exprimer  par  un  nombre  fini 

de  termes  en  z  et,  par  suite,  en  x. 

Soit  donc 

_/»__ j_    . 

m  -T-  2 
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I  étant  an  nombre  entier  positif;'  on  en  tire 

mz=  -~^ » 

±2/  —  I 

les  signes  supérieurs  se  correspondant,  ainsi  que  les  infé- 
rieurs. Cette  expression  se  réduit  à  la  forme  suivante  : 

-4' 


m  = 


2/ 


Ainsi  Téquation  de  Riccati  pourra  s'intégrer  complètement 
lorsque  m  sera  renfermé  dans  cette  formule. 

2®  Si est  compris  entre  o  et  2,  la  valeur  générale 

de  u  pourra  s'exprimer  au  moyen  de  la  formule  (3).  On 

voit  d'abord  que,  si  m  est  positif, est  nécessairement 

compris  entre  o  et  2,  et  Téquation  de  Riccati  s'intégrera 
par  le  moyen  de  deux  intégrales  définies  simples. 
Si  m  est  négatif,  soit  /»  =  —  m',  on  aura 


m'  m' 


>«»     -7 — r<^5 


m'  —  2  m'  —  2 

la  première  exige  m'  ]>  2 ,  et  la  seconde  m'  >  4-  Donc  on 
intégrera  encore  de  la  même  manière  Téquation  de  Riccati 
lorsque  m  sera  compris  entre  —  4  et  —  oo  .  Ce  n'est  donc 
que  pour  les  valeurs  de  m  comprises  entre  o  et  —  4  que 
rintégrale  cherchée  ne  pourra  s'exprimer  au  moyen  de  deux 
intégrales  définies  simples. 

La  formule  (3)  devient,  en  y  changeant  m  en et 


m 
m 
71  en  —  I, 

—1 


Jr»7r  — ' 

cos {z  \J — I  cos»)  sin*" '^^tùéUà 
0 

-l-B.z'"-^»  I      cos(zv/^cos»)sin'"-*-'»rf». 
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Remplaçant    z    par    sa    valeur  ^ ^x*      ,    et    posant 

'      =  fjt,  11  vient 


TO-f-  a 


Il  •=*:  B  1      cos  \fAa:  *      ^ — I  cosw/  sin'"  "^  '  »  Ai 

(m  \  —s 

T-*-*    y )     .   >^-^   .    . 

jto?        V  —  icosw/sm        wa«. 

Si  Ton  faît  disparaître  les  imaginaires,  cette  formule  de- 
vient 

.=Bf( 


7  sm       « 


m  2Î 


B  et  B'  étant  deux  constantes  arbitraires  ^  et  le  rapport  -j 

il 

sera  la  seule  constante  que  renfermera  l'intégrale  de  Téqua- 
tion  de  Riccati. 

3®  Si  m  est  entre  les  limites  o  et  —  4?  ^^le  seule  des  deux 
intégrales  définies  subsiste,  et  l'intégrale  générale  sera 
donnée  au  moyen  de  la  formule  (2).  Soit  Mi  la  valeur  par- 
ticulière de  M,  on  trouvera 


dux 
djc 


aUx 


«î(c.-.«/Ïy) 


Ci  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  expression  est 
moins  simple  que  la  précédente,  mais  c'est  précisément 
dans  ce  même  intervalle,  entre  o  et  —  4)  ^^  se  trouvent 
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comprises  les  valeurs  renfermées  dans  la  .formule  — rx.^»  et 

pour  lesquelles  on  peut  intégrer  exactement.  Si  m  avait 
pour  valeur  la  première  limite  o,  l'équation  à  intégrer 
serait 

Il  =  o« 

qui  donne 

Si  m  a  pour  valeur  de  la  seconde  limite  —  4^  ^^^  ^  ^  consi- 
dérer Téquation 

d^u        2  élu 

--—  +  -  -j Il  —  o, 

dz*         z  dz 

qui  a  déjà  été  traitée,  et  qui,  en  posant  u  =  -  9  se  réduit  i 


9 

z 


d'où  Ton  tire 


et  par  suite 


4»  =  Ce»-4-C,e-* 


u  = 


4®  Entre  les  limites  o  et  —  4)  îl  7  &  tme  valeur  qui  rend 
les  deux  intégrales  illusoires  :  c'est  m  =  —  a.  Dans  ce  cas, 

l'équation  primitive  en  u  devient  —--  =  —  :  elle  rentre 

«x*         x' 

dans  ifhe  classe  d'équations  que  nous  avons  donné  le  moyen 

d'intégrer.  Son  intégrale  générale  sera  tt=Ca:*'-f-Cia:*'', 

h!  et  h"  étant  les  racines  de  l'équation  A*  —  h  —  A  =  o. 

184.  Soit  encore  l'équation  non  linéaire 
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posons  de  même 

I    du 
au  ax 

et  l'équation  proposée  deviendlra 

d^tt 


dx' 
Soit 


z=abué^*. 


2  ^ab   -  par 


il  en  résultera 

d^u        i  du 


^  —  —  11  =  o, 
dz^         z  dz 


ce  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  Téquation  (1} .  On  aura 
donc 

tt=zC  I     cos(z ^ — I  cas») do» 

■+-Ci  1      cos(«  ^ —  I  cosw)  \(z  sin'u]  dtn. 


on 


o 


U  ne  reste  plus  qu'à  substituer  à  z  sa  valeur  en  j?,  et  /  se 
déduira  de  u,  comme  dans  le  cas  de  l'équation  de  Riccati. 

185.  Considérons   encore   l'équation  suivante,   qui  se 
rencontre  dans  les  applications  physiques  : 

posons  jr  :=  af^'^^Zy  il  viendra 


dx' 


d^z         2(/i  -h  l)  «fe 
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qui  rentre  dans  l'équation   (i),    en  y  changeant  m  eu 

a(«-f- 1)  et  Tien/?'. 

Si  Ton  suppose  n  positif,  et  quelconque  d'ailleurs, 
9  (ti  -4-  I  )  n'étant  pas  compris  entre  o  et  2,  on  ne  pourra 
exprimer  qu'une  intégrale  particulière  au  moyen  d'une  in- 
tégrale définie.  Son  expression  sera 


z 


r_-  A  I     cos  (/>x  cosM  )  sin»^' «*  dv. 


et  Ton  pourra,  comme  on  Ta  déjà  vu,  en  déduire  l'intégrale 
complète.  La  valeur  de  j^,  qui  s'en  déduit,  est 


=  A  Jr-^»  r 


cos{px  cosx)  sin*""'"'»  </«. 


Dans  le  cas  particulier  où  11=1,  l'équation  proposée 
devient 

et  l'on  aura 


'o 


cos{pa:  cosc>)  )  sin'  w  ^0» 


et,  effectuant  l'intégration. 


^  /sïnpjr  \ 

=  B  ( COSpjr)  9 


6  étant  une  constante  arbitraire.  En  la  considérant  comme 
fonction  de  x^  on  déterminera  facilement  l'intégrale  com- 
plète. 
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CDAPITRE  XIV. 

DÉTERMINATION  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES 
PAR  L'INTÉGRATION  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


186.  La  recherche  d'une  intégrale  définie  peut  quelque- 
fois être  ramenée  à  Tintégration  d'une  équation  différen- 
tielle, relative  à  Tune  des  constantes  qui  entrent  sous  le 

«igné  I  • 

Les  dérivées  de  cette  intégrale  par  rapport  à  ces  con- 
stantes seront  des  intégrales  prises  entre  les  mêmes  limites  -, 
et  si  Ton  peut,  par  ces  différentiations,  reproduire  la  pre- 
mière intégrale,  en  l'éliminant,  on  aura  une  équation  entre 
ses  dérivées  par  rapport  à  une  des  constantes.  Si  Ton  peut 
l'intégrer,  on  aura  une  expression  qui  renfermera  l'intégrale 
définie  comme  cas  particulier,  et  il  ne  s'agira  plus  que  de 
déterminer  les  constantes  arbitraires,  de  telle  sorte  qu'elle 
se  réduise  à  cette  intégrale  elle-même. 

187.  Soit,  par  exemple,  l'intégrale  définie 


C0s(x  ces  b)  )£/<». 


Consîdérons-la  comme  une  fonction  de  a:,  et  posons 

(i)  ^'^^  I     cos(xcosw)^w, 

Calcttlinf,  D.  —  H.  l8 
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Diflërentiant  deux  fois  par  rapport  à  x,  il  vient 


^= —  /     sin(j;cos«»)cos«j<iô», 
-j-j  = —  I     cos(j:costt>)cos'6i£/o». 

Pour  rendre  ces  expressions  plus  facilement  comparables, 
il  faut  introduire  cos  [x  cos&>)  au  lieu  de  sin  [x  cosa>)  dans  la 
seconde^  et  c'est  ce  que  Ton  fera  en  intégrant  par  parties. 
On  aura  ainsi 

—  sin»  sin(a:cosw)  —  x  j  sin^G>cos(xcosw)</o». 
Le  premier  terme  disparait,  aux  limites  o  et  ir,  et  il  vient 


djc 


—  X  \     co$(xcos«)sin'o»^oi. 

t/O 


Divisant  par  x  et  ajoutant  à  la  troisième  équation,  on 
obtient 


*r        \  dy  /** 

-^  H r- = —  I     cos  (  X  cos  0»  )</«>. 

x^        X  dx  Jo 


d 
dx* 


L'intégrale  cherchée  étant  ainsi  reproduite,  il  suffira  de 
la  remplacer  par  j"  pour  avoir  Téquation  différentielle  cher- 
chée, qui  sera 

,  N  d^r       I  dr 

t 

Jr»ir 
cos(j:cosa>)  d(ù  a  été  ra- 
0 

menée  à  l'intégration  de  Téquation  (a),  que  nous  avons 
traitée  dans  le  n°  180.  Mais,  comme  nous  n'en  avons  déve- 
loppé qu'une  intégrale  particulière ,  on  ne  peut  savoir  si 
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c'est  elle  qui  doit  donner  la  valeur  de  l'intégrale  définie. 
On  voit  donc  qu'il  est,  en  général,  nécessaire  de  connaître 
l'intégrale  complète  de  l'équation  différentielle  à  laquelle 
on  est  conduit,  pour  pouvoir  en  déduire  la  valeur  de  l'inté- 
grale définie  cherchée. 

Cependant,  dans  le  cas  actuel,  il  est  facile  de  s'assurer 
que  la  série  trouvée  pour  intégrale  de  l'équation  (2)  coïn- 
cide avec  /     cos(j:cosa))  Jo),  en  donnant  une  valeur  con- 

Jo 
venable  à  la  constante. 

En  effet,  développant  cos(x  cosco)  en  série,  on  a 

,  y.  jr^cos'w        jHcos^w  .   j?*"cos*"w 

COSfxCOSttlJ  =1 ■ H _-_.-^...± {-.... 

^  '  1.2  1.2.0.4  l.2...2/7t 

Multiplions  par  dtù  et  intégrons  entre  o  et  tt,  en  observant 
que 


X 


^      ,       ,         1.3.5. ..f2m  —  i) 
co5*"«  aw  = ,  ^  ^ «, 

2.4*0.  .  .  2/72 


il  viendra 


cos[j?cos«i>)^w  =  ir  (  I \ 7- ,   .,  ^,  -4-. ..    . 

'     cos(xcos(ii>)  cfco  n'est  autre 
o 

chose  que  l'intégrale  particulière  que  nous  avions  trouvée 
pour  l'équation  (2),  et  dans  laquelle  on  suppose  la  constante 
arbitraire  égale  à  ir. 

189.  Cherchons  maintenant  l'équation  qui  détermine- 

g-«>*«  cos  2/1  x  dx^  que  nous  con- 
naissons déjà. 

18. 
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Soit 


on  trouvera 

dy 
dn 

« 

/            2XÉ 

/o 

'-*'*' sin  2/1*^. 

Or 

juxer**** 

Sill2ftx^  = 

—  I 
m' 

■'''sin2iia: 

■ 

2/2 

H 

f  c-*'^'cos2«a? 

dx 

Donc 


i=_w  ,.^  ^^,.-=,. 


e'^*'*cos2nxdx  est  compris  dans  l'expres- 


sion Ce  '^*,  dans  laquelle  C  est  indépendant  de  /t   :  il 

reste  à  voir  quelle  valeur  doit  avoir  C  pour  que  Ce  "^^  de- 
vienne égal  à  cette  intégrale  définie.  Or,  pour  iz  =  o,  l'in- 
tégrale devient 


X 


00 


ir**''dx      on       1!!^, 


'o  2m 

et  Ce  "•*  se  réduit  à  C;  donc  la  valeur  de  la  constante  C 

devait  être  —  j  et  l'on  a 
2m 

«r^"'*'cos2na:«te  ==  .V^  <?   '»* , 
o  2m 

comme  nous  l'avions  trouvée  par  une  autre  voie. 
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g-m«*«  gpg  2  /ix  dx  comme  fonc- 

0 

tion  de  m,  on  aurait  trouvé 


dm 
d'où 


C    -iî! 
m  • 


et  Ton  trouverait 


C  =  ^^    et    r  =  -5—  4?  *"  . 
190.  Considérons^  en  dernier  lieu,  l'intégrale 

*  COS a. rdx 


X 


9 


I  -T-  ^* 

et  posons 

COS  axilx 


Jf  '   COS 
o        » 


a^ 


Nous  ne  prenons  pas  immédiatement  la  limite  oo  ,  pour 
éviter  une  difficulté  dont  nous  "parlerons  tout  à  l'heure. 
Différentiant  deux  fois  par  rapport  à  a,  il  vient 


d 
da 


^y             r^  x^  cosaxdx                /**              ,                  sinal 
-^  = —  f      :; —  =  r  —  f     cosaxdx=Y 9 


et  si  l'on  fait  /  =  oo  ,  on  voit  que  le  second  membre  se  pré- 
senterait sous  une  forme  indéterminée. 

Il  faut  maintenant  intégrer  l'équation  linéaire 

d^y  sina/ 

dà*  a 

Si  l'on  néglige  d'abord  le  dernier  terme,  on  trouvera 
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pour  intégrale  j^  =  Ae*  -h  Be"*"  \  considérant  ensuite  A  et  B 
comme  des  fonctions  de  a,  on  trouvera,  pour  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation  en  question. 


sino/  , 
«a. 


C  et  Cl  étant  des  constantes  arbitraires. 

n  faut  maintenant  supposer  que  /  croisse  indéfiniment, 
et  chercher  la  limite  du  second  membre. 

Or,  quand  /  est  extrêmement  grand,  sinal  passe  par 
toutes  les  valeurs  de  —  i  à  -f- 1  pour  un  accroissement  ex- 
trêmement petit  de  a,  pour  lequel  on  peut  regarder  les  autres 
facteurs  comme  constants.  Les  éléments  des  intégrales  se 
détruisent  donc  dans  cet  intervalle ,  et  il  en  est  de  même 
depuis  une  valeur  finie  quelconque  de  a  jusqu'à  l'infini.  Il 
suffit  donc  de  considérer  les  éléments  de  ces  intégrales  entre 
zéro  et  une  valeur  infiniment  petite  de  a.  Mais  alors  e*  et 
e"*  peuvent  être  remplacés  par  l'unité  dans  les  intégrales 

qui  se  réduisent  à  -  9  et  les  deux  derniers  termes  rentrent 
dans  les  premiers. 

Ainsi  la  limite  de  iintéerrale  1 ou  f ■ 

étant  désignée  par^,  on  a 


n  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  constantes  C,  Cf 
Or,  si  a  est  positif,  Ce*  croîtra  indéfiniment  avec  a,  ce 

X^  cos  iz  X  djc 
T" 

devient  égale  à  -  pour  a  =  o  5  donc 

C,=  "     et      /       —-  =  -€—. 


INTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.       2JQ 

Si  a  était  négatif,  on  aurait 


C,  =  o     et    C=^ 

2 


et,  par  suite, 


X 


cosaxdx       V 
, . —     •=.  ^  d^^ 

I  -h  or*  a 


191 .  Si  Ton  difTérentie  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion par  rapport  à  a,  on  aura 


X 


**  xsinaxdx        —  n 


a  étant  négatif.  Si  Ton  différentîe  Téquation  qui  se  rap- 
porte au  cas  de  a  positif,  on  aura 


X 


*  ^sina;r  ,         ff 


-  dx=  -  cr'^. 


Q        I  -f-  .t'  a 
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CHAPITRE  XY. 

DÉTERMINATION  DES  SÉRIES  PAR  L'INTÉGRATION 
D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


192.  Nous  ayons  tu  comment  l'intégrale  d'une  équa- 
tion différentielle  pouvait  être  développée  en  série  ^  mais 
on  peut  réciproquement  se  proposer  de  trouver  lequation 
différentielle  dont  une  série  donnée  serait  l'intégrale.  Si 
cette  équation  peut  être  intégrée  complètement  sous  forme 
fmie,  on  saura  déterminer  la  fonction  dont  on  avait  le  dé* 
veloppement.  Pour  obtenir  cette  équation,  on  différentie 
une  ou  plusieurs  fois  la  série,  ou  d'autres  séries  qu'on  en 
déduit,  de  manière  à  reproduire  celle  que  l'on  cherche, 
qu'on  peut  alors  éliminer.  Si  elle  ne  se  reproduit  pas,  mais 
qu'on  parvienne  à  une  série  qu'on  sache  sommer,  on  peut 
encore  obtenir  Téquation  cherchée. 

193.  Soit,  par  exemple,  la  série 

1.2  1.2.3.4  1.2. ..O 

on  trouvera,  en  différentiant  deux  fois, 


=  —  H n— 7  + 


...-, 


€Ld^  1.2         1.2.3.4 

cette  série  étant,  au  signe  près,  celle  que  Ton  cherche,  on 
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peut  reliminer,  et  Ton  obtient  Féquation  difierentielle 

Par  la  théorie  des  équations  linéaires,  on  trouvera 

y  =^  K  cos^  4-  B  sin  jt, 

A  et  B  étant  des  constantes  à  déterminer. 

Pour  cela  on  observera  que  la  série  conserve  la  même  va- 
leur quand  on  change  le  signe  de  x\  donc  6=^0.  De  plus 
elle  se  réduit  à  i  pour  x  =  05  donc  A=  i,  et  la  série  est 
égale  à  cosj:,  comme  on  le  savait  d'ailleurs. 

194.  Soit  encore  la  série 

X         x}  a?  X*  Jr* 


jr=l 1 r  4-  x-7  —  7-p  -^ 


•  •  • 


I  ^  1^2       2.3  ^  3.4       4-5   '         ' 

on  en  déduit 

dr                 X       x^      x^       X*  •  /  \ 

-"=— H h^  —  7-+...  =  — «-4-114-^; 

ax  1234 

dans  ce  cas,  on  est  arrivé  à  une  série  qui  n'est  pas  iden- 
tique avec  la  proposée,  mais  que  Ton  a  pu  sommer. 
n  faut  maintenant  intégrer  Téquation 

dr 

-p  =:— 1  H-l(i -ha:)     ou     j^  =:--x-[-/^xl(i -f- jt), 

dx 
qui  donne 

J^  =  C  — -  20:  +  (l  -4-  a:)  1  (l  -f-  ^). 

La  constante  C  doit  être  égale  à  i ,  puisque  la  série  se  ré- 
duit à  I  pour  X  -^o\  donc 

7  r=  I  — -  2a:  -f- (l  -4- x)  1  (l  -h  a:). 
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On  aurait  pu  diffërentier  une  fois  de  plus,  et  Ton  aurait  eu 

■  I  """"  ••  '  I  ■  j»  *^^  •*  "  I  ■  •  •  •  ■  — 


il  aurait  fallu  alors  intégrer  l'équation 

d^y  _     I 

d'où 

Pour  déterminer  C ,  on  observera  que  Ton  a  -^  =  —  i 
pour  x  =  o  ;  donc  C  =  —  i ,  et 

On  aurait  continué  comme  dans  le  premier  calcul. 
195.  Considérons,  en  dernier  lieu,  la  série 

^  =  '-?  +  P45-5r4r6»  •*■•••' 

elle  donne  d'abord 

dy  X        a^  X» 

—  •"""  — —  —  — |—  ■      ■■  •^—  ^  —^  •  •  •  • 

Pour  faire  disparaître  le  dernier  facteur  de  chaque  dénomi- 
nateur, multiplions  les  deux  membres  par  j;,  puis  diflé- 
rentions-les,  il  viendra 

tl^Y        dy  or*  a:*  x'* 

X     ■  ■■  "   -4—   ——  ""^  —  X  H~  — "  ~—    •  '   ■    'j-   -4"  ■ ar- 

dx^  dx  2}  2».4*  2».  4'.  6» 
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On  a  reproduit  ainsi  la  série  proposée,  et,  en  Téliminant, 


on  obtient 


d^r       dy 


ou 


d^Y       I  dr 

i.  _» Z-  -^  y  —  o, 

dx^        X  dx 

Et,  en  eflet,  nous  avons  reconnu  précédemment  que  cette 
équation  différentielle  a  pour  intégrale  particulière  la  série 
proposée  ;  mais  nous  ferons  observer  ici,  comme  nous  l'avons 
fait  pour  la  détermination  des  intégrales  définies,  qu'il  est, 
en  général,  nécessaire  de  connaître  l'intégrale  complète  de 
l'équation  différentielle  à  laquelle  on  parvient. 
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CHAPITRE  XVI. 

APPUCATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  A  LA 

RECHERCHE  DE  FONCTIONS  DONT  ON  CONNAIT 

CERTAINES  PROPRIÉTÉS  CARACTÉRISTIQUES. 


196.  Soit  proposé  de  trouver  une  fonction  jz  =  f  (x}, 
telle  que  l'on  ait,  pour  toute  valeur  de  x  etj-j 

Si  l'on  différentie  cette  équation  par  rapport  à  x,  en  consi- 
dérant j^  comme  constant,  on  a 

f'W  =  f'(*-+-r); 

d'où  l'on  conclut  que  <f '(x)  est  constant,  quel  que  soit  x, 
et  que,  par  conséquent,  on  a 

dx 

a  désignant  une  constante.  On  en  déduit 

(2)  z^izax  -H  ft, 

h  étant  une  nouvelle  constante. 

La  fonction  f ,  qui  satisfait  à  l'équation  (i),  est  donc 
nécessairement  comprise  dans  celles  que  représente  la 
formule  (2).  Mais  la  réciproque  n'est  pas  sure,  et  il  faut 
déterminer  les  constantes  a  et  £,  de  manière  que  la  sub- 
stitution de  la  valeur  trouvée  de  z  rende  l'équation  (i)  iden- 
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tique.  On  trouve  pour  résultat  de  cette  substitution 

ax  H-  ô  -f-  ay  -h  fe  =  a  (jr  -f-  ^)  -4-  6, 

ce  qui  exige  que  Ton  ait  £  =  o,  d'où  résulte  zz=z  ax. 

La  solution  la  plus  générale  de  la  question  est  donc  donnée 
par  la  formule 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

i97.  Cherchons  maintenant  la  fonction  déterminée  par 
la  condition  générale 

(0  ?W-+-?(r)  =  f(*r)- 

Différentiant  par  rapport  à  x^  il  vient 

DifiTérentiant  la  même  équation  (i)  par  rapport  à  y^  on 
obtient 

De  ces  deux  dernières  on  tire 

^f'(*)=rf'(r); 

donc  le  produit  x^' {x)  est   constant,    et   si   Ton   pose 
op  (jc)  =  z,  on  aura ,  en  désignant  par  a  une  constante, 

x-r-  =^  a^  d'où  Ton  tire 

dx 

adx 

X 

b  étant  une  nouvelle  constante.  Substituant  dans  1  equa* 
tion  (i),  on  trouve 

(2)  aXx-^-  b-^-aXjr  -{'b=za\xf  -^b^ 

donc 

^  z=  o    et    zz=za\x^ 

a  étant  arbitraire. 
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Ainsi  la  solutîoD  la  plus  générale  de  la  question  est 
donnée  par  la  formule 

f(x)=logar, 

la  base  du  système  de  logarithmes  étant  arbitraire. 

198.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  fonction 
<f{x)  d'après  la  condition 

En  différentiant  cette  équation  par  rapport  k  x  et  jTy  on 
obtient  les  deux  suivantes  : 

d'où  Ton  conclut 

a  étant  une  constante.  Si  donc  on  pose  ff  (x)  =  2,  on  aora 

I  dz 


d'où 


z  dx 


dz  z 

—  =  a  dx^     ï  T  ^==  ^^i      *  =  btf*^ 

z  0 


b  étant  constant.  Substituant  dans  Téquation  (i),  on 
obtient 

(2)  bd"  hef^  =  ôi^t'+O, 

ce  qui  exige  que  Ton  ait  b^  =  b  et,  par  suite,  &  ==  i,  car 
on  ne  saurait  prendre  i  ==  o.  La  fonction  cherchée  a  donc 
pour  expression 

a  étant  arbitraire. 

Si   la   constante   a   est  imaginaire    et   de   la    forme 
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m ±71  ^ —  I ,  on  aura 

ff[x)=e^'[cosnx±^ — i  sin/io:). 

199.  Soit  encore  proposée  la  condition 

(i)  ^[x)ff[x)  =  ff{xx). 

Différentiant  cette  équation  par  rapport  k  x  et  j-^  on 
obtient 

Ces  deux  équations  donnent 
d'où 

a  étant  une  constante.  On  a  donc,  en  faisant  f  (a:)  .-=:  z, 

X  dz 


on  en  déduit 


1^="' 


dz  dx       .z  ,  , 

a — j      I-r=ala:=:lx*, 

z  X  b 


b  étant  une  constante  :  on  aura  donc 

Substituant  dans  Téquation  (i),  il  vient 

(2)  baf^hy^^bafy^', 

donc  i  =  I ,  et  la  fonction  cherchée  a  pour  expression 

a  étant  une  constante  arbitraire. 
Si  Ton  suppose  a  =  m  ifc  /i  \J —  i ,  la  fonction  prend  la 
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forme 

SOO.  Nous  donnerons  pour  dernier  exemple  de  ce  genre 
de  questions  celle  qui  se  rappporte  à  la  détermination  de  la 
résultante  de  deux  forces  égales,  faisant  entre  elles  un  angle 
quelconque. 

On  est  conduit  dans  cette  recherche  par  des  considéra- 
tions fort  simples,  que  nous  n'indiquerons  pa3  ici,  à  l'équa- 
tion suivante  : 

(0  ?  (-^  H-  r)  H-  î  {-«^ — r)  =  ?  W  ?  (r)- 

X  désigne  le  demi-angle  des  deux  forces,  et  f  (x)  le  rapport 
de  la  résultante  à  Tune  d'elles.  Or,  si  l'angle  des  forces  est 
nul,  la  résultante  est  égale  à  leur  somme ^  et  s'il  est  égal 
à  deux  angles  droits,  elle  est  nulle  :  on  devra  donc  avoir 
les  conditions  particulières  suivantes ,  en  désignant  (f  (x) 
par  z  : 

I«  =  2,    pour    «  =  o, 
ir 
z  =  o,    pour*  j?  =  -> 

et,  de  plus,  z  ne  peut  devenir  nul  pour  aucune  valeur 

de  X  comprise  entre  o  et  -  •  On  observera  d'ailleurs  que  la 

question  de  statique  n'impose  aucune  condition  à  la  fonc- 

tion  pour  des  valeurs  de  x  non  comprises  entre  o  et-^ 

et  pour  des  valeurs  de  y  plus  grandes  que  x.  On  peut  re- 
connaître facilement  que  la  première  des  équations  (2)  est 
une  conséquence  immédiate  de  l'équation  (i )  ^  car,  si  l'on  y 
fait  2^  =  o,  on  trouve 

2?(*)=t(')?(o), 
d'où  résulte 

ç(0)=:2. 
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Cela  pose,  en  différentiant  deux  fois  réquation  (i)  par 
rapport  à  x^  et  deux  fois  par  rapport  kjr^  on  obtient 

d'où  l'on  conclut 

ç''(.r)_/(.r) 


—  «, 


a  étant  une  constante  réelle,  puisque  cp(ar)  et  çp''(:r)  le 
sont. 

Cette  équation  devient,  en  remplaçant  (f{x)  par  z, 

L'intégrale  de  cette  équation  aura  une  forme  différente, 
suivant  que  l'on  aura  ^ 

a^Oy     a  n=  o,     €i<^o, 

I®  Soit  d'abord  a  ==  o;  il  en  résulte 

et,  substituant  dans  Téquation  (i),  on  devrait  avoir,  pour 
une  infinité  de  valeurs  de  x  et  j^, 

aCo?  -f-  aC,  =  Ojcx  4-  CC»  j  H-  CC.x  -f-  C?  ; 

les  termes  semblables  devraient  donc  être  égaux  de  part  et 
d'autre,  d'où- résulterait  C  =  o,  et  (f{x)  serait  égal  à  une 
constante,  ce  qui  est  impossible^  donc  on  ne  peut  avoir 
a  =  o. 

2**   Soit  a>o;  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3) 
sera 

substituant  dans  l'équation  (i),  et  posant 

Cal.  in/.D.^  II.  I9 
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ce  qui  n'établit  aucune  liaison  entre  u  et  t^,  on  trouve 

C  (C  —  i)  tf  -f-  C,  (C,  --  i)  «-•  =  C  (i  —  C, )  i'  -f-  C,  (i  —  C)  i^'. 

Les  coefficients  des  termes  dissemblables  devant  être  nuk 
séparément,  on  aura 

C  =  Oy  G|  =  Ot 

ou 

C  =  i,    C,  =  i. 

Or  ou  ne  peut  avoir  à  la  fois  C  =  o,  Ci  =  o,  sans  quoi  Ton 
aurait  z  =  o,  quel  que  fut  a:,  ce  qui  est  absurde.  Donc  on 
ne  peut  prendre  que  les  valeurs  suivantes  : 

C  =  i,     C,=:l, 

d'où  il  suivrait 

expression  qui  ne  deviendrait  pas  nulle  pour  a:  =  -9  et  qui, 

par  conséquent,  ne  satisfait  pas  à  la  question.  Donc  on  ne 
peut  avoir  a  [^o. 

3^  Supposons  enfin  a  <^  o  et  posons 

az= —  m*; 

l'intégrale  complète  de  l'équation  (3)  sera 

s  =  G  cosm^r  +  Ci  sinmor, 

et,  puisque  l'on  doit  avoir  z  =  a  pour  x  =  o,  il  en  résulte 
C  =  a,  et  la  valeur  de  z  sera 

s  =  2  cosmo?  H-  G|  sinmor; 

en  la  substituant  dans  l'équation  (i),  et  réduisant,  on 
trouve 

GJ  sinm^r  sinmj  4-  aCi  ànmy  cosmar  =  o, 

et,  comme  on  ne  saurait  avoir  m  =  o,  on  peut  supprimer 
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le  facteur  smmy^  et  il  reste 

C\  sinmj:4-  2C,  cosmj:  =  o, 

équation  <jui  ne  peut  être  satisfaite,  quel  que  soit  x^  qu'en 
posant 

C,  =  o, 
d*où  résulte 

JE  =  2  cos/nor. 

La  constante  m  se  déterminera  au  moyen  de  la  seconde 
équation  (2),  qui  donnera 

mit 
CCS  —  =  o, 
2 

d'où 

/W=r  2/1  4-  If 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Mais  si  Ton  n'a- 
vait pas  7z  =  o,   cosmo:  deviendrait  nul  pour  la  valeur 

x=  —, r>  qui  est  moindre  que  -;  ce  qui  ne  saurait 

2{2/H-l)      ^  1        jj'  ^ 

être,  puisque  la  fonction  z  ne  peut  devenir  nulle  pour 

aucune  valeur  de  x  entre  zéro  et  -  •  Donc  enfin 

2 

js  ==.  2  cosx, 
et  la  valeur  de  la  fonction  cherchée  est 


»9« 
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CHAPITRE  XVn. 

DIGRESSION  SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  OU  USAGES 
DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


Intégrales  eulériennes. 

201 .  Legendre  a  désigné  de  cette  manière  deux  espèces 
d'intégrales  définies,  étudiées  avec  beaucoup  de  soin,  d'a- 
bord par  Euler,  et  ensuite  par  Legendre  lui-même^  nous 
nous  bornerons  à  en  faire  connaître  les  principales  pro- 
priétés. Celles  de  la  première  espèce  sont  comprises  dans  la 
formule 

0 

celles  de  la  seconde  sont  de  la  forme 


/■(■r- 


a  étant  positif,  sans  quoi  l'intégrale  serait  infinie. 
Si  Ton  pose  1  -  =  j ,  on  lui  donne  la  forme 


X 

j—'erTdy. 


£ 


Legendre  désigne  les  premières  par  le  symbole  (p^  q)^  et 
les  secondes  par  F  (a)  \  de  sorte  que  Ton  a 


Jo 


00 
0 
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Mous  avons  déjà  eu  occasion  de  parler  de  ces  dernières 
dans  le  Cours  de  première  année,  et  nous  avons  démontré 
que,  si  a  est  entier,  on  a 

r{a)=:i.i,3, , ,  [a  —  i); 

et  que,  quelque  valeur  positive  qu'ait  m,  on  a 


X 


00 


m 


M 


202.  On  reconnaît  immédiatement  une  propriété  très- 
simple  des  intégrales  de  première  espèce,  et  qui  consiste  eu 
ce  que  leur  valeur  ne  change  pas,  quand  on  change  Tune 
dans  l'autre  les  deux  lettres  p  et  q*  En  effet,  si  Ton  fait  la 
somme  des  deux  éléments  de  l'intégrale,  correspondant  à 
denx  valeurs  de  x  dont  la  somme  soit  égale  à  i ,  elle  reste 
évidemment  la  même  quand  on  change  p  en  ^,  et  récipro- 
quement, puisque  cela  ne  fait  que  changer  les  deux  éléments 
Tun  dans  l'autre.  Donc  l'intégrale  entre  les  limites  o  et  i 
reste  la  même  quand  on  change  l'une  dans  l'autre  les  deux 
lettres  p  et  ^ ,  propriété  qui  s'exprimera  de  la  manière  sui- 
vante : 

203.  Démontrons  maintenant  une  des  principales  pro- 
priétés des  fonctions  de  seconde  espèce,  qui  doivent  être 
étudiées  en  même  temps  que  celles  de  première. 

Considérons  l'intégrale 


X"('i) 


djf^~V[a-h\); 


l'intégration  par  parties  donne 


/(,:)-^=,(,i)-.„/(,i)-V, 
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ety  prenant  les  limites  zéro  et  i , 

ce  qui  donne  la  relation  suivante  : 

r{a-|-i)  =ar{a). 

Au  moyen  de  cette  relation,  il  suffira  de  connaître  la  fonc- 
tion r  (a)  pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises  entre  zéro 
et  I,  pour  en  déduire  celles  qiii  se  rapportent  aux  valeurs 
de  a  comprises  entre  i  et  a.  De  celles-ci  on  passera  aux 
valeurs  de  a  comprises  entre  a  et  3,  et  ainsi  de  suite  indé- 
finiment. 

La  construction  d'une  Table  qui  donnerait  toutes  les 
valeurs  possibles  de  la  fonction  T  se  réduit  donc  à  la  consi- 
dération des  valeurs  de  a  comprises  entre  o  et  i . 

Nous  allons  voir  qu'il  suffit  même  de  connaître  les  valeurs 

de  r  (a)  dans  l'intervalle  dea  =  oàa=:-- 

D'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment,  on  a  l'équation 


X 


00 


b  étant  positif.  Multiplions  les  deux  membres  par  x^^^  dxy 
a  étant  positif  et  plus  petit  que  &,  et  intégrons-les  par  rap- 
port à  X  entre  zéro  et  l'infini,  nous  aurons 

J(^00       /»00  /»Q0  jM—\ 

intégrons  d'abord  par  rapport  à  or,  et  observons  que 


X 


*  Va 
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le  premier  membre  de  Téquation  deviendra 


'"'X 


00 


■^*er*dz,     ou     r(a)r(6  — a), 


ce  qui  donne  Téquation 


X*   s-^-^^Lr 


d'où 


i 


On  .voit  donc   comment  les    intégrales  de   la   forme 
'. rj»  dans  lesquelles  on  2i  a<^b^  dépendent  de 

^I  "r*  JPj 

celles  que  nous  avons  désignées  par  F. 

Considérons  le  cas  particulier  de  &  ==  i ,  et  rappelons- 

'"  =  -; j  Téquation  pré- 

cédente  deviendra 

r{«)r(.-«)  =  4" 


smair 

Si  donc  on  connaissait  les  valeurs  de  F  (a)  depuis  a=:o 
jusqu'à  fl  =  -j  cette  équation  donnant  r(i  —  a),  d'après 
r(a),  ferait  connaître  les  valeurs  de  la  fonction  depuis 


I  . 


a  =  -  jusqu'à  a  ==  i.  H  serait  très-facile  ensuite,  comme 


2 


nous  l'avons  fait  voir,  de  déterminer  ses  valeurs  depuis 


a  =  I  jusqu'à  a  =  co 


On  peut  remarquer  que,  si  dans  l'équation  précédente 
on  fait  a  =  -,  on  obtient 


(rij  z=ir,     d'où     r-=^n; 


S9<> 
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ainsi 

/.oo         , 

Posant  X  =  j',  il  Tient 

e-}^ dy  ■=:.  \[fc ^     oa      /       r^'^^=^, 

comme  nous  l'avions  trouvé  déjà  par  d'autres  procédés. 

204.  Les  intégrales  de  première  espèce  peuvent  se  ra- 
mener à  celles  de  seconde  \  ce  qui  est  avantageux  en  ce  que 
celles-ci  ne  dépendent  que  d'une  seule  variable  a,  tandis 
que  les  autres  dépendent  de  deux  variables  petq. 


L'intégrale  f     ^ 

:P-«  (i  —  x)^"*  dx  devient ,   en  posant 

• 

dont  la  valeur  est, 

d'après  une  formule  du  numéro  pré- 

cèdent, 

r{p)T(q)^ 

^{p  +  qy 

on  a  donc  l'équation  suivante  : 


X 


ou 


formule  très-simple  qui  servira  à  exprimer  les  fonctions  de 
première  espèce,  au  moyen  des  fonctions  F. 
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205.  Si  Ton  multiplie  meaibre  à  membre  les  deux  équa- 
tions 


il  vient 


tr,    n\(r,^«      ■,  _T{p)T  {q)T  [t)  _ 


et  comme  le  second  membre  ne  change  pas  quand  on  change 
Tune  dans  l'autre  deux  quelconques  des  lettres  p^  q^  r,  il  en 
sera  de  môme  du  premier  membre,  et  Ton  aura 

(p^  9)  (p  -^  ^>  0  ==  {p^  n  (a»  -»-  '•i  (7)  =  (^  7)  (î  -"'  '•»  p)y 

ce  qui  est  une  des  propriétés  fondamentales  des  fonctions 

906.  Supposons  maintenant  que  les  deux  nombres  ;?  et  ^ 
soient  égaux  dans  la  fonction  (p^  9)  ?  on  aura  alors 


(a,  a)=z  1      af-*{i  ~  a:)«-»rfjr. 


Posons  X  ~  ~  (i  -H  j^),  il  viendra 


dz 

faisons  ensuite  j^*  =  z^  d'où  dj  =.  — p»  on  obtiendra 


^qS  livre  iy. 

ou,  en  remplaçant  les  fonctions  (p,  q)  par  leurs  valeurs  au 
moyen  des  fonctions  F, 

r(a)r(a)^    r(|)r(a) 
d'où  l'on  tire,  en  observant  que  T  (  -  )  s=  ît'» 


2 


I— »< 


'r(2a)  =  r(a)r^i^-a) 


ce  qui  constitue  une  nouvelle  propriété  générale  des  fonc- 
tions r. 

Nous  bornerons  là  ce  que  nous  avions  à  dire  des  inté- 
grales  eulériennes,  et  nous  renverrons  pour  plus  de  détails 
aux  Exercices  de  Calcul  intégral  de  Legendre. 


*—* 
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CHAPITRE  XVIIL 

EXPRESSION  DUNE  FONCTION  PÉRIODIQUE  ARRITRAIRE 

EN  SÉRIE  TRIGONOMÉTRIQUE, 

AU  MOYEN  D'INTÉGRALES  DÉFINIES. 


SOT.  Les  applications  de  l'analyse  aux  phénomènes  phy- 
siques ont  conduit  à  la  recherche  du  développement  d'une 
fonction  quelconque  en  séries  dont  les  diflérents  termes 
étaient  proportionnels  aux  sinus  ou  cosinus  des  multiples 
de  la  yariable. 

C'est  le  problème  des  cordes  vibrantes  qui  a  donné  lieu 
à  la  première  question  de  ce  genre.  Daniel  BernouUi  re- 
présentait l'état  initial  de  la  corde  par  une  série  trigono- 
métrique  dont  il  ne  déterminait  pas  les  coefficients.  Euler 
en  donna  l'expression  au  moyen  d'intégrales  définies  ^  mais 
c'est  principalement  à  Lagrange  et  à  Fourier  que  l'on  doit 
d'avoir  fixé  le  sens  exact  de  ces  formules. 

Avant  de  donner  la  démonstration  rigoureuse,  nous  com- 
mencerons avec  Euler  par  celle  qui  se  présente  le  plus  na- 
turellement, et  qui  est  fondée  sur  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés.  Soit  F  (x)  une  fonction  quelconque 
de  X,  et  posons 

F(x)  =  B-4-(A,  sinar-f-B,  cosx)  ■+-... 

-4-  (A«  sinmx  -+-  B»,  cosmx)  -f- . . . . 

Si  maintenant  on  veut  déterminer  le  coefficient  A^  de 
siamx^   il  suffira  de  multiplier  les  deux  membres  par 
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sinmx  dx  et  d'intégrer  entre  deux  limites,  ayant  pour  dif- 
férence 2ir.  Tous  les  coefficients  inconnus  disparaîtront, 
excepté  A«,  parce  que  Ton  a 

'  sinm:rcos/fj:d!r  =r  o, 

a 

sinmx  sin/ijr  </r  =  o; 
d'où  Ton  conclura 

£«  -»-  air 
Y  (x)  sinmx  dx 


:=  -   I  F  f d?)  sinm^r  </j. 


a-t-aîT 


On  trouvera  de  même 

Bji  =  -    I  F  (j?)  cos  mx<£r. 

n  faut  excepter  le  cas  de  m  =  o,  qui  donne 
parce  que 

X«-f-air 
cos*mx^r  m,  « 

pour  toutes  les  valeurs  entières  de  m,  excepté  zéro ,  qui 
donne 

f  dx  ^z  2ir. 

On  connaît  de  cette  manière  les  valeurs  des  coefficients 
quand  le  développement  est  possible  \  mais  il  est  essentiel 
de  déterminer  les  conditions  de  sa  possibilité  et  les  limites 
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entre  lesquelles  la  fonction  est  représentée  par  cette  série 
essentiellement  périodique. 

C'est  pour  cela  que,  regardant  ce  qui  précède  comme 
une  simple  induction,  nous  allons  déterminer  rigoureu- 
sement ce  que  représente  une  pareille  série. 

208.  Si  Ton  désigne  par  u  un  arc  quelconque,  on  sait 
que  l'on  a 

I  o  sin(m-hi)« 

r-  COS«  H-  COS2tt  H~  COSOtt  -'-  .  .  .  ^-  COSmu  =:  ^ — ; — .      '      » 

2  2  sm  Y  II 

Changeons  u  en  x  —  a,  multiplions  par  une  fonction  arbi- 
traire F  (a)  et  intégrons,  par  rapport  à  ce,  entre  deux  li- 
mites quelconques  a  et  b-^  nous  aurons  . 

-    /     F{oL)da-h  j      F(a)cos(x  — a)f/a-f-  /     F{ol)  cos 2 (x— a) dx ■+■... 

X*  I     r*i?/    X  sinfm-4- j)(x  — a)  , 

^Ja  smj-{a-x) 

On  voit  que  rien  ne  serait  changé  dans  les  deux  membres 
si  Ton  augmentait  x  d'un  multiple  quelconque ,  positif  ou 
négatif,  de  2ir,  et  que,  par  conséquent,  ils  représentent 
une  fonction  périodique  dont  la  période  est  27r,  quel  que 
soit  d'ailleurs  le  nombre  entier  m.  Or,  lorsqu'on  fait  croître 
ce  nombre  indéfiniment,  le  second  membre  tend  vers  un^ 
limite  qu'il  est  facile  de  déterminer,  et  le  premier  membre 
sera  le  développement  en  série  de  la  fonction  qui  exprime 
cette  limite. 

On  remarquera  que  l'on  peut  se  borner  à  considérer  les 
valeurs  de  a  infiniment  voisines  de  celles  qui  rendent 
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sin  -(a  —  x)  =  o,  vu  que  l'intégrale  tendrait  vers  zéro,  à 
mesure  que  m  augmenterait  pour  tout  intervalle  dans 
lequel  sin~  (a  —  x)  resterait  une  quantité  finie. 

En  effet,  lorsque  m  est  devenu  extrêmement  grande 
[  m  +  -  )  (de  —  x)  varie  de  an  quand  a  varie  de  la  quantité  ex- 
trêmement petite r  :  dans  cet  intervalle.   .    ,  /    — -  ne 

^  m -4- Y  '  sin7(a  —  x) 

varie  pas  sensiblement,  tandis  que  /  sin  imA —  |(x — a)da 

est  zéro.  D'où  il  suit  que  tous  les  éléments  de  rint^;raie, 

correspondant  aux  éléments  infiniment  petits  — \ — -  de  la 

variable  a,  sont  infiniment  petits  par  rapport  à  ces  derniers; 
et,  par  conséquent,  l'intégrale  prise  dans  un  intervalle  où 

'        reste  fini,   tend  vers  zéro,  à  mesure  que  m 


sinj(a  —  x) 

augmente  indéfiniment.  On  peut  donc  se  borner  à  consi- 
dérer les  valeurs  de  a,  qui  diffèrent  infiniment  peu  de  celles 

qui  rendent  sin  -[et  —  x)  =  o,  et  qui  sont  les  suivantes  : 

mT^       x  I  *  I  2^f  •  •  «  y       X    1     3  A*  «7f  «  •  •  • 

■ 

Soit  X  une  valeur  quelconque  comprise  entre  a  et  &,  et 
supposons  que  b  — a  soit  tout  au  plus  égal  à  ^Tt-,  on  con- 
sidérera setdement  les  valeurs  infiniment  petites  de  a  — x\ 

on  pourra  alors  remplacer  sin  -  (a  —  x)  par  -  (a  —  ar),  et 

le  second  membre  de  l'équation  (i)  deviendra 


r -n-,  '- 


a  —  X 
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c  ëtant  infiniment  petit  ;  ou,  en  faisant  a  —  x  =  co, 


X 


•_,            .  sin(iw-+-7)»  _ 
F  (or  -h  «)  — i 2-^  ^«. 


—  ff 


Si  F  (ce)  est  continue  dans  le  voisinage  de  x^  on  pourra 
remplacer  F  (x  -f-  ©)  par  F  (x),  et  Ton  aura  seulement    • 

(3)  F(*)p'^iil^i^rf»; 

et  cette  intégrale  n'ayant  de  valeur  sensible  que  pour  des 
valeurs  infiniment  petites  de  &>,  lorsque  m  croit  indéfini- 
ment, on  peut,  sans  inconvénient,  étendre  ses  limites  jus- 
qu'à —  00  et  -f-  00  ,  ce  qui  facilite  l'intégration ,  et  l'on 
trouve  pour  résul^t  rc.  La  limite  du  second  membre  étant 
irF(x),  on  a  la  formule  suivante  : 

(4)  7rF(«)=i    f    F(a)rf«-f-y*    f   F { a) cos m {x^ a) da, 

qui  donne  le  développement  de  F  (x)  suivant  une  série  dont 
le  terme  général  est  de  la  forme 

Am  ûamx  +  BjR  cosmjc» 

Il  nous  reste  à  faire  quelques  observations  propres  à  en  fixer 
le  véritable  sens. 

209..  Si  l'on  donne  à  x  une  valeur  telle  qu'entre  a  et  £  il 
ne  tombe  aucune  des  valeurs  renfermées  dans  l'expression 
x±  sAtt,  k  étant  un  nombre  entier  quelconque  qui  peut 
être  zéro,  l'intégrale  (s)  est  nulle,  et  la  série  a  pour  limite 
zéro,  pour  cette  valeur  de  x.  Le  lieu  qui  aurait  pour  or- 
donnée le  second  membre  de  l'équation  (4)9  divisé  par  ir,  se 
composerait  donc  d'abord  du  lieu  de  Téquation  j^  =  F(x) 
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entre  x  =  aelx=^  b^  reproduit  indéfiniment  dans  les  deux 
sens  de  Taxe  des  x,  de  telle  sorte  que  les  points  correspon- 
dants seraient  distants  les  uns  des  antres  de  stt^  et,  en 
outre,  de  toutes  les  parties  de  Taxe  des  x  comprises  entre 
ces  courbes  successives. 

Si  l'intervalle  b  —  a  est  ëgal  à  ait  ^  le  lieu  y=  F  («2?)» 
construit  entre  x=^a  et  x=  b^  se  reproduit  à  la  suite  de 
lui-même  indéfiniment,  et  tous  les  points  correspondants 
seront  distants  de  2ir. 

210.  Si  X  est  égal  à  une  des  limites  de  l'intégration,  à  a 
par  exemple,  l'intervalle  b  —  a  étant  encore  égal  à  air, 
rintégrale  (2)  ne  sera  prise  qu'entre  zéro  et  -f-  f ,  quand  a 

sera  dans  le  voisinage  de  a,  ce  qui  donnera  -  F  (a).  Mais 

quand  a  sera  dans  le  voisinage  de  i,  qu^  est  égal  à  a  +  air, 

sin  ~  (a  —  x)  sera  encore  infiniment  petit;  et  si  l'on  pose 

2 

a=a-!- 27r  —  co,  on  aura 

sin-  (a  —  x)  =  sin  -» 
2  2 

qu'on  remplacera  encore  par  -  •  On  aura  ainsi  une  nouvelle 

intégrale  qui  sera  égale  à  -  F  (i)  -,  d'où  l'on  voit  cpie,  lors- 
qu'on donne  à  x  une  valeur  égale  à  Tune  quelconque  des 
limites  de  l'intégration,  la  série  donne  la  demi-sonmie  des 
valeurs  de  F  (x)  relatives  aux  deux  limites* 

211.  Si,  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  i, 
F  (a:)  n'est  pas  continue,  et  passe  brusquement  de  la  va- 
leur m  à  la  valeur  n,  il  faudra  dans  l'intégrale  (3)  supposer 
F  {x)  =  m  entre  —  e  et  o,  et  F  (x)  =  n  entre  zéro  et  -h  e, 

ce  qui  donnera  pour  résultat  -  (m  -1-  n  ) .  Ainsi,  pour  une  va- 


IHTÉGRATION    DES   ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.       3o5 

lenr  de  x  qui  rend  F(:r)  discontinue,  la  série  donne  la 
demi-somme  des  valeurs  de  F  (x)  qui  correspondent  à  cette 
même  valeur  de  x. 

212.  Nous  avons  supposé  que  la  différence  des  limites 
a,  h  était  tout  au  plus  égale  à  sir.  Voyons  ce  qui  arriverait 
si  cette  différence  était  plus  grande  que  a:r,  et  que  la  fonc* 
don  F  (a)  fut  donnée  arbitrairement  dans  cette  étendue  : 
supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  Ton  ait  h — a  =  str  H-  ^^ 
à  étant  plus  petit  que  s?r.  Pour  toute  valeur  de  x  comprise 

entre  a  et  a  -h  î,  sin-  (a  —  x)  deviendra  nul  pour  «  =  jc 
et  pour  a=:  !2?r  +  x;  on  aura  donc  à  considérer  dans  l'in- 
tégrale /    les  valeurs  de  a  dans  le  voisinage  de  x  et  de 

2ir-Hx,  et,  par  conséquent,  on  trouvera  pour  valeur  de 
cette  intégrale  relative  à  ces  valeurs  de  x 

7r[F(j:)-hF(jr4-a»r)]; 

de  même,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  h  —  ^  et  i, 
on  trouverait  pour  valeur  de  l'intégrale 

ff[F(ar)-4-F(«--2ir)]. 

Pour  les  autres  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  &,  Tîn- 
tégrale  aurait  simplement  pour  valeur  F(x).  On  voit  ce 
qui  arriverait  si  £  —  a  renfermait  un  nombre  quelconque 
de  fois  STT,  et  que  la  fonction  F  (a)  fût  donnée  dans  toute 
cette  étendue.  Ce  n'est  donc  qu'en  prenant  a?:  pour  diffé- 
rence des  limites  de  l'intégration  que  la  série  représentera 
la  fonction  elle-même  F(j:)  pour  toute  valeur  de  x  com- 
prise entre  ces  limites.  Dans  tous  les  cas,  la  fonction  repré- 
sentée par  la  série  aurait  pour  période  stt. 

Si  la  fonction  F(dt)  est  périodique,  que  sir  soit  l'étendue 
de  la  période,  et  que  h  —  a  soit  un  multiple  de  2ir,  la  se- 

C<d,  inf.  D.  —  II.  20 
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rie  représentera  évidemment  irF(x),  multiplié  par  le 
nombre  de  fois  que  b  —  a  contient  2n^  en  divisant  donc 
par  ce  nombre,  on  aurait  encore  irF(x)  comme  si  l'on 
avait  intégré  entre  a  et  a  +  air. 

213.  Si  l'on  suppose  a  =  o,  b=ait^  la  formule  (4) 
donne,  en  divisant  par  tt, 

(5)F(j-)=^  j       F{a)da'h^'^    f  ''F(a)cosm(*  — a)i&. 

Si  Ton  iait  a  =  —  tt,  i  =  -♦-  ir,  on  obtient 

(6)F(x)=—  /         F(a)da-h^2t     I         F{a)cosm{x^a)da. 

On  peut  ainsi  développer,  en  une  série  qui  procède  suivant 
les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  x,  une  portion  d'une 
fonction  quelconque  F  (x)  comprise  entre  x  =  o^  x  =  27r, 
ou  j:  =  —  ir ,  jc  =  -f-  ff,  et  qui  peuvent  se  composer  elles- 
mêmes  de  plusieurs  parties  appartenant  à  des  fonctions  de 
formes  tout  à  fait  différentes.  Mais  cette  portion  se  repro- 
duit indéfiniment  dans  les  deux  sens  ^  de  sorte  que,  pour  les 
valeurs  de  x  en  dehors  de  ces  limites,  la  série  n'a  aucun  rap- 
port avec  les  valeurs  que  prendrait  F  (x)  d'après  la  forme 
de  cette  fonction.  Si,  par  exemple,  y=zF{x)  représente 
une  parabole,  la  série,  à  mesure  que  x  croîtra  positivement 
ou  négativement,  reproduira  périodiquement  l'arc  de  cette 
parabole  compris  entre  x^=^  — tt,  x  =  ir,  et  nullement  la 
parabole  indéfinie. 

21 4,  On  peut  donner  plus  de  généralité  aux  formules  (5) 
et  (6),  en  supposant  que  la  fonction  à  développer  est  don- 
née dans  un  intervalle  quelconque  2/  au  lieu  de  att. 

Ea  eâèt .  si  l'on  fait  x  =  -^9  et  a  =  -j-y  les  formules  en 
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question  donneront 


'ic^Hd'Hry 


7rX"KT)"»?i-«'^«. 


-4- 


KT)=rJ_:'(?)- 

OU,  en  représentant  F  |  —  |  par  <f  (  2),  qui  sera  une  fonction 

arbitraire  de  z,  connue  entre  o  et  a/,  ou  entre  — /  et  +  /, 
et  remplaçant  z  par  la  lettre  x^  qui  est  plus  généralement 
employée,  on  aura  les  deux  formules  suivantes  : 


(7) 


(8) 


I  v^oo    r^^    ,    .             7r(x— a)    _ 
"*'7^x    /        ?(«)cosin-i-^ '  da, 

■^72     /        1>(«)cos/n-^~^ 'doL. 

215.  Si  la  fonction  cf  (or)  est  telle  que  Ton  ait 

on  obtiendra 

f  (a)  sinm  -y  </a  =  o» 

I        f(a)cosm— ■  da:=2  j    ç(«)cosm-y  <fo; 


20« 
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la  formule  (8)  devient  alors 

<9^        ^  ni 

-+--J   >^    cosm—    I     f  (ajcus/zt  —  aa; 

et  de  même  la  formule  (6)  donnera 

H — ^    cosmx  j       f  (a)cos/na€fa. 


216.  Sî  Ton  avait,  au  contraire,  ç (  —  x)  =  — 9{jf)» 
il  en  résulterait 


I         ç^ajcosm -y-aa=o» 

I         ç(a)  sinm  — -ifo  =  2  I     f  (a)sinm -^  cia; 
la  formule  (8)  se  réduirait  à  celle-ci  : 

(u)        ?(^)  =  y2**^°'"T  /  f{«)s"''«y^«» 
et  la  formule  (6)  à  la  suivante  : 

(12)  ff[x)z=-'2.    smmx  I      ff{a)  ûnmotdoL. 

*  ^^i  Jo 

Exemples  divers. 

217.  Proposons-nous  d'abord  de  développer  en  série  tri- 
gonométrique  une  fonction  qui  est  égale  à  une  constante 
entre  x  =  o,  x=  Ij  et  à  la  même  constante  changée  de 
signe,  entre  x  =  o^  x=  —  /.  Il  suffira  évidemment  de 


s 
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prendre  cette  constante  égale  i  Tunité,  et  Ton  passera  en- 
suite à  toute  autre  valeur  par  une  simple  multiplication. 

Nous  supposerons  donc  <p  (x)  =  i  dans  la  formule  (i  i), 
et  nous  aurons 


3  ^ci   .    mita:    r     ,        ra  -         2  ^i  l 


—  cosmir  .        1CJS 
sinm 


m  l 


Or,  pour  m  pair,  i  —  cosmTt  =  o^  et  pour  m  impair, 
I  —  cosmfT  =  2  j  d'où  Ton  conclut 

ce  qui  est  la  formule  demandée.  La  fonction  indéfinie  est 
périodique,  et  l'amplitude  de  la  période  est  21/. 

218.  Développons  maintenant  la  fonction  qui  serait  égale 
à  X  entre  les  limites  —  /  et  4-  /. 

Comme  on  a  alors  <y  (■—  x)  =  —  cp  (x),  il  faut  faire  usage 
de  la  formule  (i  i),  et  l'on  trouvera 

/    \  »  V^*    .         vx  r^      ,         ira   _ 

(a)  ^^==  1  Z^    sm/w-pl     asmm-j-dotf 

OU,  en  effectuant  l'intégration, 

2//.    irj?        I    .       ira:       i    .    _  wj:        l    .    ,nx  \ 

x=z  —  (sm-; sina  -r--h-sm3-- -y  smA-r-  -h  •••   • 

ir\/2  /3  /4'  / 

Mais  si  l'on  voulait  que  la  fonction  fût  égale  à  x,  entre  o 
et  /,  et  à  — j:  entre  o  et  —  /,  on  aurait  y  (  —  x)  =  cf  (x), 
et  il  faudrait  employer  la  formule  (9).  On  aurait  alors 

jp=-7    f     aaaH--r>     cos  in -r-    f     acos/n-r-aa, 
ou,  en  effectuant  les  inté^ations, 

,,.  /        4'/       ff-^        *  ^ff^        l  -.W4?        I  ira:  \ 
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Ces  deux  formules  (a),  (b)  représentent  la  même  valeur  x 
entre  o  et  /,  mais  elles  ont  des  valeurs  égales  et  des  signes 
contraires  entre  o  et  —  l]  elles  ont  d'ailleurs  l'une  et 
l'autre  2  /  pour  période. 

On  voit  par  là  que  les  lieux  dont  ces  développements  se- 
raient les  ordonnées  auraient  des  parties  de  longueur  finie 
qui  coïncideraient,  et  d'autres  parties  qui  seraient  différentes 
pour  l'un  et  l'autre. 

219.  Cherchons  maintenant  l'expression  en  série  de 
l'ordonnée  du  trapèze  isocèle  AMNB,  dont  la  base  AB  est 
égale  à  ff,  et  qui  est  tel  que,  depuis  A  jusqu'à  l'abscisse 
AP  =  a,  on  aity  =  X -,  depuis  P  jusqu'à  Q^j  =  ol^  et  de- 
puis Q  jusqu'à  B,  y=^T, — x.  Supposons,  de  plus,  que 
l'on  ait  9  ( —  x)  =  —  çp  (x)  entre  — ir  et  -h  ir. 

Il  faut,  dans  ce  cas,  faire  usage  de  la  formule  (la),  et  l'on 
trouvera,  toutes  réductions  faites,  pour  expression  de  l'or- 
donnée y  de  ce  contour, 

^  =  -  isin^sinx  +x^sin3asin3x  -4-  ^^sinSasinSxH-  ••»  J- 

Si  l'on  suppose  a  =  ~9  le  trapèze  se  réduit  à  un  triangle  iso- 
cèle  AOB,  et  l'équation  de  cette  ligne  brisée  sera 

4/         '-o-'ét         '•  \ 

r  =  -i  \x  —  —  sm3x  -f-  —  sinôx -smnx-h  •••  )• 

ic  \         3*  5'  7  / 
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CHAPITRE  XIX. 

EXPRESSION  D'UNE  FONCTION  ARBITRAIRE,  NON  PÉRIODIQUE, 
AU  MOYEN  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


220.  La  formule  (8)  représentant  une  fonction  arbitraire 
entre  x  =  —  /eta:==/,  il  suffira  de  faire  croître  /  indéfi- 
niment et  de  passer  à  la  limite,  pour  avoir  l'expression 
d'une  fonction  quelconque ,  depuis  a:  =  —  oo  jusqu'à 
jr  =  00  . 

Nous  allons  montrer  comment  le  signe  ^  se  change  alors 

en  un  signe  d'intégration  dans  les  formules  précédentes. 

Nous  supposerons,  pour  éviter  toute  difficulté,  que  (f  (x) 
ne  devienne  jamais  infini,  et  soit  nul  pour  x  =  —  oo  et 
jc  =  00  5  de  sorte  que  la  courbe  représentée  par  j^  =  y  (  x) 
finit  par  s'approcher  indéfiniment  de  Taxe  des  a:,  lorsque 
X  croit  indéfiniment,  soit  positivement,  soit  négativement. 

Le  premier  terme  du  second  membre  de  l'équation  (8), 

I    T"*"' 

-—   I        cp(a)  <fa,  tendra  vers  zéro  lorsque  /  croîtra  sans 

limite,  et  il  suffira  de  considérer  la  seconde  partie  de  ce 
même  membre,  qui  peut  être  écrite  comme  il  suit,  en  posant 


-    /         y(a)cos«(jc — aWa  H I         ç(a)C0S2f(.r — a)d'a-f-.. 


^/-"'<" 


)cosm%[x —  0L)dx-^ 
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Or,  si  l'on  fait  m$=zp^  on  peut  regarder  p  comme  une 
variable  à  laquelle  on  donne  successivement  des  accroisse- 
ments égaux  à  c  dans  la  fonction  générale 


i: 


et  en  multipliant,  pour  chaque  valeur  de  p^  cette  fonction 
par  Taccroissement  de  p,  la  somme  de  tous  ces  éléments, 
depuis  p  =z  o  jusqu'à  p  infini,  ne  sera  autre  chose  que  l'ex- 
pression (i3)  multipliée  par  tt.  Si  maintenant  on  fait  croî- 
tre /  indéfiniment,  e  tendra  vers  zéro,  et  la  somme  (i3) 
tendra  vers  l'intégrale 

~    I       dp  I        f[a)cosp{a:  —  cl)  da. 

L'équation  (8)  conduit  donc  ainsi  à  la  suivante  : 

(14)  ^(3:):=-   I       dp  j        ç(a)cosp(x  — a)rfa, 

OU,  en  prenant  pour  limites  de  p,  — 00  et  -t-  oc  ,  ce  qui 
double  l'intégrale, 

(15)  f{a:)  =  —    /        dp  j        f{a)coip[a:  —  a)dai 

et  ces  formules  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  de- 
puis —  00  jusqu'à  H-  00  . 

Elles  ne  diffèrent  pas  de  celle  que  nous  avons  démontrée 
primitivement. 

221.  Dans  le  cas  où  <p( — x)  =  y  (x),  on  a 


00 

7  (a)  sînpa  da  =  0, 

—  00 


X 

roo  /»00 

f{a)cospada  =  2L  I       (p[a)cos/7a£?a, 
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et  les  formules  (i4)  et  (i5)  se  réduisent  i  celle-d  : 

(16)  ç(x)r=-    /     '  dpCOSpx  l        f{a)cQSpa€ia, 

Si  Ton  a,  au  contraire,  y( — x)  = — ^{^)^  on  trouvera 

2      /»oo  /»00 

(17)  tf[x]  =  -    I      dpsmpx  j       f[a)smpoLda\ 

et  réciproquement,  si  Ton  emploie  les  formules  (16)  ou  (17), 
le  second  membre  se  formera  par  les  valeurs  de  (f  (x)  re- 
latives à  X  positif^  et,  quelles  que  soient  les  valeurs  de 
f  ( — x)  d'après  la  nature  de  la  fonction  f,  ces  formules 
donneront,  pour  x  négatif,  (f  (x)  pour  la  première,  et  — (^{x) 
pour  la  seconde. 

Toutes  ces  formules  qui  servent  à  représenter  des  fonc- 
tions entièrement  arbitraires,  données  entre  les  limites 
finies  ou  infinies  de  la  variable,  sont  de  la  plus  grande  uti- 
lité dans  les  applications  de  l'Analyse  aux  questions  de  Phy- 
sique ou  de  Mécanique  moléculaire. 

Si  l'on  avait  à  exprimer  d'une  manière  analogue  une 
fonction  de  deux  variables  x  et^,  on  la  considérerait  d'a- 
bord comme  fonction  de  or,  y  étant  traité  comme  une  con- 
stante, et  l'on  ferait  usage  des  formules  ciwlessus.  La  fonc- 
tion <p  (a)  contiendrait  alors  ^  et  pourrait,  par  conséquent, 
s'exprimer  par  les  mêmes  formules,  ce  qui  doublerait  le 
nombre  des  signes  d'intégration  ou  de  sonmiation;  et  l'on 
agirait  de  la  même  manière  pour  un  nombre  quelconque  de 
variables. 

222.  Exemples.  —  Considérons  maintenant  des  fonctions 
données,  depuis  a:  =  —  00  jusqu'à  x  =  co  , 

Supposons  que  l'on  doive  avoir  y  ==  e~',  depuis  x==o 
jusqu'à  a: = 00  ,  et  7  =  e*,  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  —  00  5 
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on  aura  alors  la  condition  <f{ — or)  =  9(0:),  et  il  faudm 
faire  usage  de  la  formule  (16).  Elle  donnera 

y -=1  -    j       dpcQf&px  l       er^cospoLda* 

^  Jo  Jo 

Or 

e'^cospada  = 


X 


on  aura  donc 


2    r^  cospxdp 


Et,  en  effet,  nous  avons  déjà  eu  occasion  de  reconnaître  qae 
cette  expression  est  équivalente  à  e"*  quand  x  est  positif,  et 
à  e*  quand  x  est  négatif. 

223.  Terminons  ces  exemples  par  le  cas  d'une  fonction 
qui  soit  égale  à  Tunité  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  —  i  et  + 1 ,  et  nulle  pour  toute  autre  valeur 
de  x. 

On  a,  dans  ce  cas,  <f  ( —  x)  =  <f  (x),  et  l'on  aura  recours 
à  la  formule  (16). 

Or,  la  fonction  étant  nulle  depuis  x  =  i  jusqu'à  j;  =  oo , 
l'intégration  donnera  zéro  dans  toute  cette  étendue,  et,  par 
conséquent,  il  suffit  de  la  considérer  entre  les  limites  o 
et  I  ^  ce  qui  donnera 

X=  I        dpcospx  I     cospada, 

J  o  J  o 


et  comme  on  a 

I 


X 


-        «inp 
COS/7aaa= } 


0 

on  en  conclura 

SkïkpCOSpX 


_2  r*sii 


dp. 
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et  l'on  a  ainsi  une  expression  qui  est  égale  à  i  potur  toute 
valeur  de  x  entre  —  i  et  4-  i ,  et  égale  à  zéro  pour  toute 
valeur  de  x  en  dehors  de  ces  limites.  H  est  d'ailleurs  facile 
d'en  faire  la  vérification.  En  effet,  on  a 

Jo  P  ^Jo  P  ^Jo  P 

Or,  si  Ton  a  ar^- 1,  les  deux  intégrales  qui  entrent  dans 

le  second  membre  sont  égales  à  -9  et  les  deux  termes  se 

détruisent.  Ils  se  détruisent  de  même  si  a:<^  — 15  ce  qui 

prouve  d'abord  que  l'intégrale  en  question  est  nulle  pour 

toute  valeur  de  x  qui  est  en  dehors  des  limites  —  i  et  -+- 1 . 

Si  maintenant  x  est  entre  ■ —  x  et  -f- 1 ,  les  deux  termes 

s'ajoutent  et  donnent  pour  somme  -9  d'où  résulte  y  =  ij 

ce  qu'il  fallait  vérifier. 
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CHAPITRE  XX. 

INTÉGRATION  DBS  ÉQUATIONS  AUX  DIFFËBENT1ELLES 

PARTIELLES. 


224.  Nous  ayons  tu  comment  on  peut  déterminer  une 
fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes,  lorsque 
Ton  connaît  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  par 
rapport  à  chaque  variable,  tant  au  moyen  de  ces  variables 
que  de  la  fonction  elle-même.  Nous  allons  supposer  main- 
tenant que  l'on  donne  seulement  une  équation  où  entrent 
ces  dérivées  partielles  d'un  ordre  quelconque. 

Considérons  une  équation  renfermant  d'une  manière 
quelconque  les  deux  variables  indépendantes  x,  j-,  la  fonc- 
tion z  et  toutes  ses  dérivées  partielles  qui  ne  dépassent  pas 
Tordre  m;  elle  pourra  se  mettre  sous  la  forme 


dz  dz 

d—  d^  — 

dx  d^z         dx  d^z 

î"*î   y~^î     ,  ,   i*">  -=-^  7=0. 


dsf''  dy'    dy   '      *  dy^'    dy^  '  dy^ 

En  considérant  z  comme  fonction  de  x^  on  peut  le  dé- 
velopper par  la  formule  de  Taylor,  ou  par  celle  de  Ma- 
claurin,  que  nous  emploierons  comme  la  plus  simple. 

d*^z 
L'équation  (i)  donnera  la  valeur  de  -r-;;^  en  fonction  de 

x,  y^  z  et  des  autres  dérivées,  dans  lesquelles  il  y  aura  tout 
au  plus  m  —  I  différentiations  par  rapport  à  x.  En  diflé- 

rentiant  la  valeur  de  -^-^  par  rapport  à  jc,  on  aura  ,i 

et  son  expression  renfermera  - — 9  ainsi  que  sa  dérivée  par 
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rapport  à  j^;  mais  si  l'on  remet,  au  lieu  de  - — 9  sa  valeur 

tirée  de  (i),  on  n'aura  plus  de  dérivée  qui  dépasse  Tordre 
77»  —  I  par  rapport  à  x.  Eîn  continuant  ainsi  indéfiniment, 
on  aura  toutes  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  x^ 
depuis  la   m'^"*'  jusqu'à   l'infini ,    exprimées    au    moyen 

de  X,  r^  ^j  T"  *  ■  *  *  *  ^t T  ^^  ^®  leurs  dérivées  par  rapport 

à  y  seulement. 

Il  s'agit  maintenant  d'obtenir  les  valeurs  de  toutes  les 
dérivées  par  rapport  à  x,  quand  on  y  fait  a:  =  o,  ce  qui  les 
rend  fonctions  de  y  seulement.  Pour  cela,  on  observera 
qu'en  faisant  a: = o  dans  une  fonction  de  x  et  de  y^  et  diffé- 
rentiant  par  rapport  à  j-,  on  a  le  même  résultat  qu'en  dif- 

férentiant  d'abord,    puis    faisant   x  =  05    ainsi  - — — -> 


^(t 


'\ 


dans  lequel  on  fait  a:  =  o,  est  identique  avec — ^» 

en  désignant  par  I  —  |  ce  que  devient  ~  quand  on  y  fait 

a:  =:  o.  n  suit  de  là  que  toutes  les  dérivées  de  z  par  rapport 
à  X,  dans  lesquelles  on  fera  x  =  o,  se  déduisent  de  z  et  des 
m  —  I  premières,  et  des  dérivées  que  donnent  ces  m  fonc- 
tions de  y  par  rapport  à  y.  D'ailleurs  l'équation  proposée 
laisse  arbitraires  ces  m  fonctions ,  et  ne  détermine  que  les 
suivantes.  On  pourra  donc  effectuer  le  développement  de  z 
par  rapport  à  x  comme  il  suit  : 

«  =  T  -h  T|*  -4-  Ti h  • . .  -h  Tfl,«i • — ' h  •  •  •  5 

1.2  1.3. ..m  —  I 

T,  Yi, . . .,  T„.i  étant  des  fonctions  entièrement  arbitraires 
dey.  Et  l'on  pourrait  démontrer  a  posteriori,  comme  dans 
le  cas  des  équations  différentielles ,  que  ce  développement 
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donne  identiquement  la  même  valeur  pour  — —  que  1  e- 
quation  (i). 

225.  Si,  au  lieu  de  deux  variables  indépendantes,  on  en 
avait  un  nombre  n  quelconque,  on  pourrait  toujours  sup- 
poser la  fonction  développée  par  rapport  aux  puissances 
de  x^  il  n'y  aurait  de  différence  qu'en  ce  que  T,  Ti,..., 
Ym-i  désigneraient  des  fonctions  arbitraires  de  toutes  les 
variables  indépendantes,  excepté  x. 

226.  Réciproquement,  on  sera  assuré  d'avoir  l'inté- 
grale générale  d'une  équation  comme  celle  que  nous  consi- 
dérons lorsque  la  fonction  qui  y  satisfait  et  ses  m  —  i  pre- 
mières dérivées  par  rapport  à  or,  dans  lesquelles  on  fera 
a:  =  o,  pourront  être  égalées  à  des  fonctions  entièrement 
arbitraires  de  toutes  les  variables  indépendantes,  excepté  x; 
car,  puisque  l'intégrale  donnée  satisfait  à  l'équation  pro- 
posée, tous  les  termes  de  son  développement,  à  partir 
du  n'^'^y  se  déduisent  des  m  premiers,  de  la  même  manière 
que  dans  le  développement  de  l'intégrale  générale.  Qr 
ces  m  premiers  sont  identiques  dans  les  deux  développe- 
ments^ donc  tous  les  autres  le  sont,  et  la  fonction  donnée 
ne  diffère  pas  de  l'intégrale  générale. 

227.  Nous  avons  supposé  l'équation  du  m"""  ordre  com- 
plète^ mais  il  suffit  évidenmient,  pour  que  nos  raisonne- 
ments subsistent,  qu'on  puisse  la  résoudre  par  rapport  à 
un  coefficient  différentiel  de  la  fonction,  pris  par  rapport  à 
une  variable  seulement,  et  qu'il  n'entre  dans  son  expres- 
sion aucune  q&antité  où  il  se  trouve  un  nombre  aussi  grand 
de  différentiations  par  rapport  à  la  même  variable.  Dans 
le  cas  particulier  où  ces  conditions  ne  seraient  satisfaites 
relativement  à  aucune  des  variables,  le  développement  ne 
pourrait  plus  se  faire  de  la  même  manière,  et  nous  nous 
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écarterions  de  l'objet  de  ce  cours  en  nous  en  occupant  d'une 
manière  générale.  • 

228.  Si  les  coefficients  différentiels  les  plus  élevés  par 
rapport  kxetjrne  sont  pas  du  même  ordre,  le  développe- 
ment ne  renfermera  pas  le  même  nombre  de  fonctions  ar- 
bitraireS)  si  on  l'ordonne  successivement  par  rapport  à  des 
variables  différentes;  mais  ces  fonctions  ne  renferment  pas 
les  mêmes  variables,  et  tous  ces  développements  sont  au 
fond  identiques,  puisqu'ils  représentent  tous  la  fonction  la 
plus  générale  qui  satisfasse  à  la  même  équation. 

229.  Lorsqu'il  n'entre  que  des  dérivées  prises  par  rap- 
port a  une  des  variables,  on  regardera  toutes  les  autres 
comme  des  constantes,  et  l'on  aura  à  intégrer  une  équation 
différentielle  à  deux  variables.  Les  constantes  introduites 
par  cette  intégration  seront  considérées  comme  des  fonc- 
tions arbitraires  des  variables  que  l'on  avait  regardées 
comme  constantes. 

Soit,  par  exemple, 


rm 


=  F(ar,j), 


on  aura 

9  (^9  J")  ^^Q^  I^  fonction  que  l'on  obtiendra  en  intégrant 
m  fois  F  (a?,  j^)  par  rapport  à  j:,  et  Y, . . .,  Y^^i  étant  des 
fonctions  arbitraires  de  y. 

230.  Considérons  maintenant  l'équation 
qui  rentre  dans  le  cas  où  nous  avons  dit  qu'on  ne  pouvait 
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effectuer  le  développement  par  rapport  aux  puissances  de 
Tune  des  variables. 

Si  l'on  pose  —  =  li,  on  aura 
d'où 


I»  =  T  +  Y,  X  -I- 


Intégrant  maintenant  n  fois  par  rapport  k  y^  et  observant 
qu'à  chaque  intégration  totale  il  faut  ajouter  une  seule 
fonction  arbitraire  de  x,  et  que  les  intégrales  de  Y,. . .,  T«.i 
seront  de  nouvelles  fonctions  arbitraires  dej^,  on  aura 


=/"''-^/ 


dlr*  F  (x,  ^)  4-  Y'  -f-  Y"'*  -f- .  . .  -f-  Y(*>x^* 
-f-  X  +  X,  j-  4- ...  -4-  X«-./^' 


On  voit  que  ce  développement  renferme  des  fonctions  arbi- 
traires de  chacune  des  variables  séparément. 

231.  Appliquons  la  formule  de  Maclaurin  à  l'intégra- 
tion de  l'équation  très-simple 

dz d% 

dx  dy 

On  en  tire,  en  différentiant  par  rapport  à  x, 

dz 

d^z  d^z  dx  d'z 

— —  z=:  a  ■  =  a  •  =z  a? 9 

dx'  dxdy  dy  dy^ 


d*z  _    ^d^z 
^  "^  dy* 


» 


d'^z  d'^z 

1 —  =  ^-î — î 
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âùoc 

z-z^iz.-^  --  ax-\-  -—- h . . . -f-  -7—  • h . . . . 

dy  dy^    i .  2  dy^    i .  2 . . .  /71 

Or  le  second  membre  représente  le  développement  de  la 
fonction  de  j^  représentée  par  ^g^et  dans  laquelle  on  change 
^  en  j^-f-  ax.  Comme  d'ailleurs  z^  est  une  fonction  arbi- 
traire Ffj^),  on  aura, pour  rintégrale  cherchée, 

On  trouve  ainsi  une  fonction  arbitraire  renfermant  deux 
variables,  mais  d'une  manière  déterminée;  ce  n'est  donc 
pat  une  fonction  arbitraire  par  rapport  aux  deux  va* 
riables. 

Equations  linéaires  aux  différentielles  partielles. 

232.  Lorsque  l'équation  linéaire  ne  renferme  pas  de 
terme  indépendant  de  z  et  de  ses  dérivées,  il  est  facile  de 
voir  que  la  «somme  d'un  nombre  quelconque  d'intégrales 
particulières  satisfait  encore  à  la  même  équation. 

Lorsque,  de  plus,  les  coefficients  sont  constants,  on  y  sa- 
tisfait par  des  expressions  analogues  à  celles  que  l'on  a 
trouvées  dans  les  équations  différentielles. 

Si  Ton  considère,  par  exemple,  une  équation  de  l'ordre 
m,  renfermant  la  fonction  z  et  ses  dérivées  par  rapport  à 
X  et  j^,  multipliées  par  des  constantes,  on  pourra  poser 
z  =  Ce"'*"^''^  l'exponentielle  disparaîtra,  ainsi  que  C,  par 
la  substitution  dans  l'équation  donnée,  et  il  restera  une 
équation  du  m**'"'  degré  entre  a  et  6.  Elle  pourra  donner 
m  valeurs  de  6  en  fonction  de  a  ^  si  Ton  en  désigne  une  par 
f  (a},  on  aura  une  solution  de  l'équation,  en  posant 

Calc.iftf.  D.-^  IL  ai 
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Les  quantités  a  et  C  peuvent  changer  d'une  manière  quel- 
conque en  passant  d'un  terme  à  l'autre  de  cette  somme,  et 
le  nombre  des  termes  est  entièrement  arbitraire  ;  s'il  est  in- 
fini, et  que  C  soit  fini,  on  a  une  série;  mais  si  C  est  infini- 
ment petit,  et  de  la  forme  F(a)^a,  F  désignant  une  fonc- 
tion arbitraire,  on  a  une  intégrale  prise  par  rapport  à  a. 

La  valeur  de  z  est  alors  z=  /  F(a) e*''*'''^^"^rfa,  et  renfer- 
mera une  fonction  arbitraire. 

233.  Lorsque  les  valeurs  de  S  sont  toutes  linéaires  par 
rapport  à  «,  c'est-à-dire  quand  on  a  6  =  aa  +  i)  il  est  fa- 
cile d'exprimer,  sous  forme  finie,  l'intégrale  générale  de  l'é- 
quation. 

En  effet,  une  des  valeurs  de  S  donnera  la  série 

z  =  V  Ce^e^i^+^)  r=  é^r  V  Cc»^^»/). 

Or,  C  et  oc  étant  arbitraires,  V  C  a"  représente  ipie  fonction 

quelconque  de  1/5  donc 'V^^*^'"*"''^^  représente  une  fonc- 
tion arbitraire  de  «'+''•'',  et,  par  suite,  de  j?  -H  ay.  Si  on  la 
désigne  par  F  (a:  -H  ay)  et  qu'on  raisonne  semblablement 
pour  les  m  valeurs  de  6,  on  aura,  en  ajoutant  ces  m  solu- 
tions, 

z  =z  e^F{x  4-  ay)  -4-  c^i^F,  (.r  4-  a»/)  -h  .  .  • 

Cette  expression  renferme  m  fonctions  arbitraires  telles 
que,  si  l'on  développait  par  rapport  aux  puissances  de  x, 
les  m  premiers  coefficients  pourraient  généralement  être 
égalés  à  des  fonctions  arbitraires  dcjr.  Elle  représente  donc 
l'intégrale  générale. 
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234.  Appliquons  cette  méthode  à  rëquation 

—  — a? —  =  o, 
dx^  dj^         ' 

qui  détermine  les  mouvements  vibratoires,  soit  des  cordes 
élastiques,  soit  de  l'air  dans  les  tuyaux  cylindriques,  soit 
des  verges  dans  le  sens  de  leur  longueur. 
On  posera  z  =  Ce*'"^^^,  et  Ton  aura 

«'— a»6'=:0,     d'où     ai  —  ±at\ 
par  suite, 

L'intégrale  générale  est  donc 

z  =  F(jr  -I-  ax)  -h  F,(7  —  ax). 

Les  fonctions  F,  Fi  se  détermineront  facilement  si  l'on 

dz 

connaît  z,  —  pour  x  =  o. 
Soient,  en  eiSet, 

les  fonctions  F  et  Fi  devront  satisfaire  aux  deux  condi* 
tions 

F(j')  +  F.(r)=/(r),   F'{r)-F',(r)  =  ^T(r). 

•  cl 

Intégrons  les  deux  membres  de  la  dernière,  et  représentons 


^{y)ày  par  ^[y)\  nous  obtiendrons 


c*  ^ 

C  désignant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  ces  équa- 

ai« 
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tions 

aFW^/W  +  i^PW  +  c, 

la  valeur  générale  de  z,  satisfaisant  à  toutes  les  conditions, 
sera  donc 

*  — 1- • — • —  • 

2  2a 
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CHAPITRE  XXI. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  PARTIELLES 

LINÉAIRES, 
PAR  LE  MOYEN  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


235.  Nous  avons  dit  tout  à  l'heure  comment,  en  partant 
d'intégrales  particulières,  on  pouvait  en  obtenir  de  plus  gé- 
nérales, renfermant  des  fonctions  arbitraires,  et  exprimées 
par  des  intégrales  prises  par  rapport  à  des  variables  diffé- 
rentes de  celles  qui  entrent  dans  l'équation  proposée.  Le 
choix  que  l'on  doit  faire  pour  la  forme  des  intégrales  parti- 
culières doit  être  tel,  que  les  fonctions  arbitraires  que  l'on 
aura  introduites  puissent  se  déterminer  facilement  au 
moyen  des  données^  et  ces  données  sont  ordinairement  les 
valeurs  que  reçoivent  la  variable  principale  et  quelques- 
unes  de  ses  dérivées  par  rapport  à  une  des  variables  indé- 
pendantes, lorsque  l'on  donne  à  cette  dernière  une  valeur 
particulière. 

Considérons,  comme  premier  exemple,  l'équation 

qui  détermine  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  baire 
prismatique,  dont  la  surface  latérale  est  imperméable. 

La  question  sera  entièrement  déterminée,  d'après  ce  que 
nous  avons  vu,  si  l'on  connaît  la  valeur  de  Js  relative  à 
a:  =  o.  Soit  donc  donné 

(2)  Zzr:F(^)      pour      X  =  O. 

On  satisfera  à  l'équation  (i)  en  pienant 
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pourvu  que  nz=  —  a^rn^.  On  peut  même,  au  lieu  de  y, 
m.elX.rejr  —  a,  puis  multiplier  par  une  constante  arbitraire 
A,  ce  qui  donnera  la  valeur  particulière 

z  =z  Ae-^*^*'cosm(jr  —  a). 

Faisons  croître  les  constantes  arbitraires  m  et  a  par  degrés 
infiniment  petits  dm^  da^  et  supposons  que  A  soit  de  la 
forme 

/* désignant  une  fonction  arbitraire;  la  somme  d'un  nom- 
bre quelconque  de  ces  solutions  infiniment  petites  sera  en- 
core une  solution.  On  aura  donc  une  valeur  plus  générale 
de  z  en  prenant 

les  limites  des  deux  intégrales  étant  arbitraires. 
Or  cette  valeur  de  z  se  réduit,  pour  ar  =  o,  à 


// 


/(a)  cosm(/  —  a)dmdot. 


Donc,  si  Ton  prend  —  oo  et  -t-  oo  pour  limites  de  ces  inté- 
grales, on  trouvera  pour  résultat  ^^J(j)\  ce  qui  détermine 
f{y)j  puisque,  d'après  la  condition  donnée,  on  devra 
avoir 

La  valeur  de  z,  qui  satisfait  à  l'équation  (i)  et  à  la  condi- 
tion fa),  sera  donc 

z=  —    /  I        F(a)<r-«''"''cos/iî(r  —  a)dmdoL, 

et  toute  valeur  de  z  qui  satisferait  à  ces  deux  équations  se- 
rait identique  avec  celle-ci,  sous  quelque  forme  qu'elle  se 
présentât.  Il  ne  reste  plus  qu'à  chercher  si  l'expression  peut 
être  simplifiée. 
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Or  on  a  la  formule 

I        c"^*»^  cos  2 pu  du  =  ^-^  "  ; 
d'où  il  suit 


/»00 

I        tf-«''"*'cos/?i  (jr  —  a)  £fm  = 


—  00  -  .    - 


et,  par  suite, 

«= p— ^    I        «   V»«v^/ F(a)rfa, 

crpression  qui  ne  renferme  plus  qu'une  intégrale  définie 
simple. 

On  peut  lui  donner  une  forme  plus  commode  en  posant 

f^^^^Vrrre»,      d'oÙ      a=jd:2û6v^, 

et 

d%^=z'±L'kas[xd%» 

Si  l'on  prend  les  signes  supérieurs,  les  limites  de  6  seront 
les  mêmes  que  celles  de  a,  et  Ton  aura 

(3)  znr~    r*  i?-^'F(j-+-2a6^)rf«. 

Si  l'on  prenait  les  signes  inférieursi  les  limites  seraient 
renversées,  et,  en  les  remettant  dans  le  même  ordre,  on 
trouverait  pour  valeur  de  z 


4    r     ir"«*F(r-  2û6v^x)€fô, 

/ir  */—  ao 


qui  ne  difl^re  pas  de  la  précédente,  vu  que  S  passe  par 
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toutes  les  valeurs  positives  et  négatives,  et  que  e"***  ne 
change  pas  quand  S  ehange  de  signe. 

La  solution  générale  de  la  question  est  donc  donnée  par 
Téquation  (3). 

236.  Soit  maintenant 

z  étant  assujetti  à  la  condition 

(2)  «nr:F(/)      pOUf     XzrzO* 

Si  Ton  pose  z  =  ^*u^  Téquation  (i)  donne 

du  A^u 

—  z=z  or > 

dx  djr* 

et  la  condition  (a)  conduit  à  la  suivante  : 

u  =  Y[jr)    pour    xz=zo, 

La  détermination  de  u  se  ramène  donc  au  cas  précédent, 
et  z  s'ensuivra. 

237.  Intégrons  maintenant  Téquation 

,  X  d'^Y  ,d^X 

^  '  dO  dji' 

que  nous  avons  déjà  traitée  par  une  autre  méthode,  et  qui 
se  rapporte  au  problème  des  cordes  vibrantes.  Ajoutons-y 
les  deux  conditions  suivantes,  pour  déterminer  les  fonctions 
arbitraires 

(a)  r  =  F(x)  ) 

(3)  f=-/(x)j'""'-°- 

On  satisfera  à  Téquation  (i)  en  prenant 

/=rr  AC0SO7WrC0S/ll{x  —  «), 


IlTTéGRATIOir    DES    ÉQtTATIOlîS   DIFFÉHElfTIELLES.       3^9 

A,  m,  a  étant  des  constantes  arbitraires.  On  aura  une  so- 
lutioti  plus  générale,  en  supposant  A  z=z (f  [a) dmda ^  et 
intégrant  par  rapport  à  ce  et  m  entre  — oo  et-+-oo,ç(«) 
désignant  une  fonction  arbitraire.  On  aura  ainsi 


=/"£ 


ff{oL)cosamtco&m(x  —  a)dmdoL. 

00 


Cette  expression  se  réduit  à  aTTtf  (x)  pour  t  =  o.  Donc,  si 

Ton  prend  y  («)  = i,  on  trouvera  F( x)  pour  f  =  o  j d'où 

l'on  Yoit  que  l'expression 

(4)      r  =  —    /  /        ¥(u)cosamtcosm(a:  —  a)dmda 

iiy 

satisfait  aux  équations  (i)  et  (a)  ^  maïs  elle  donne  -^  =  o 

pour  t  =  o,  et,  par  conséquent,  ne  satisfait  pas  à  la  condi- 
tion (3).  Il  reste  donc  a  trouver  une  valeur  de  j^  qui  satis- 
fasse aux  équations  (i),  (3),  et  devienne  nulle  pour  t  =  05 
en  l'ajoutant  à  celle  que  donne  l'équation  (3},  on  aura  une 
valeur  de  j*  qui  satisfera  à  toutes  les  conditions. 

On  remarquera  d'abord  que,  si  une  fonction  j^  satisfait  à 

dr     d^  y 
l'équation  (i),  les  fonctions  -—i   -r->    ...    y  satisferont 

r  dr 

également,    ainsi    que  /    ydt^  lorsjue  —  est   nul  pour 

t=  O. 

Si  donc  on  intègre  par  rapport  à  t  l'expression  (4)  et 
qu'on  y  remplace  la  fonction  F  (a)  par  f{»)^  on  aura  une 
solution  de  l'équation  (i)  qui,  différentiée  par  rapport  à  t, 
se  réduira  k  f{x)  pour  t==o,  et  qui,  de  plus,  deviendra 
nulle  pour  £  =  o.  On  obtient  ainsi  l'expression 
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qu'on  peut  d'ailleurs  vérifler  facilement.  La  valeur  de  j 
qui  satisfait  aux  équations  (i),  (a),  (5),  et  qui  est  la  seule 
qui  puisse  y  satisfaire,  est  donc 

y  z=z —    1  /        F(a)cosa/7i/cosin(j:  —  a\dmdai 

I       /•»/••            sinamr  ,  ,.    , 

H 1  f       /(a) cosmfa:  —  ajoutas. 

Cherchons  maintenant  si  ces  intégrales  doubles  sont  ré- 
ductibles, et  considérons  d'abord  la  première. 
On  peut  remplacer  cosam£cosm(x  —  a)  par 

cosmfj'-+-  at —  a)-f-  cosmfx —  at —  a) 

9 

2 

et  la  partie  que  nous  considérons  du  second  membre  de 
Téquation  (5)  deviendra 

y—  I  j        F(a)[cos/w(jr-+-iir— a)-4-cos/n(x— a/  —  ct)]dmda9 

ou 


Passons  à  la  seconde  partie,  et  remplaçons-y 

sina/7t/cosm(4r —  a) 
par 

s\nm(.T  -^  at  —  a)  —  smm(x —  at  —  a) 

_  , 

elle  deviendra  alors 
(6)  J-   r     r  /(a)P'°"'^'"^'''~--^  -  sinmfx-«t-an^^^^ 
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Or  on  5ait  que,  quelque  valeur  qu'ait  p,  rintégrale 


J 00 


m 


est  égale  à  ir  lorsque  p  est  positif,  à  —  ir  lorsque  -p  est  né- 
gatif. 

Donc  l'expression  (6)  sera  nulle  toutes  les  fois  que 
x-^-at  —  a  et  x  —  at  —  a  seront  de  même  signe  \  et  par 
conséquent  il  suffit  de  considérer  les  valeurs  de  a  qui 
donnent  à  ces  deux  quantités  des  signes  différents.  Ces 
valeurs  seront  déterminées  par  les  inégalités 

X  -\-cU  —  a>o,     X  —  at  —  a<o, 

si  t  est  positif,  et  par 

x-^-at — a<o,     X  —  at — a>o, 

si  t  est  négatif.  Les  premières  donnent 

ol'^  X  —  at^     cK.<^x -{-  at\ 

9 

les  dernières  donnent 

a  ^  .r  -f-  a/,     a  <C^  X  —  at, 

n  suffira  donc  que  l'intégration  par  rapport  à  a  soit  faite 
entre  les  limites  x  —  at,  a:  -f-  at. 
Sit^o,  x-\- at  —  a  sera  positif,  et  Ton  aura 


X 


*  ûamix-v-at  —  a)   , 

dm  =z  n  ; 


-00  'w 


l'expression  (6)  se  réduira  alors  à 
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Sit<^OyX  -^  at  —  a  sera  négatif^  on  aura 


/. 


**  sinm(jr  +  a/  —  a)   . 

— i  dm  = —  ir, 


—  00  "* 


et  Texpression  (6)  deviendra 

ce  qui  coïncide  avec  Texpression  (7),  qu'il  suffit  alors  de 
considérer. 

Désignons  \f[x)dx  par  "^{x)^  l'expression  (7)  de- 
viendra 

4»(JP  -f-  €Lt) —  '^(x  —  €ii) 


aa 


9 


et  la  formule  (5)  se  réduit  à  la  suivante  : 

y  z=z j . 

• 

Elle  coïncide  alors  avec  celle  que  nous  avions  ti'ouvée  pré- 
cédemment par  un  procédé  plus  simple.  Mais  nous  avons 
cru  qu'il  pouvait  être  bon  de  l'obtenir  par  cette  nouvelle 
voie,  non-seulement  pour  faire  une  application  de  la  mé- 
^'thode  des  intégrales  définies,  mais  parce  que  la  réduction 
que  nous  avons  faite  des  intégrales  doubles  offre  des  parti- 
cularités qu'on  rencontre  dans  d'autres  circonstances  moins 
simples,  où  elles  pourraient  arrêter  ceux  qui  ne  seraient 
pas  encore  habitués  à  ce  genre  d'analyse. 

238.  Soit  encore  l'équation 

(")  ^-^^=^' 
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qui  exprime  le  mouvement  vibratoire  d'une  lame  élas« 
tique. 

Ajoutons-y  les  deux  conditions 

(a)  x=n^)\ 

(3)  |=/(x)jP-^^  =  ^' 

la  question  sera  entièrement  4^terminée,  et  ne  pourra  avoir 
qu'une  seule  solution. 

Cyn  essayera  d'abord  de  satisfaire  à  l'équation  (i)  par  une 
valeur  simple  de  la  forme 

y  :=  cosmtcosn{x  —  a), 
et  l'on  trouvera  qu'il  suffit  pour  cela  qu'on  ait 

on  aura  ainsi  la  valeur  particulière 

Xz=.  Acosn^tcosn{x —  a), 

A,  iz,  «e  étant  des  constantes  arbitraires. 

Supposons  encore  A  =^  <f  [a)  da  dn  ^  et  intégrant  par 
rapport  à  n  et  a,  entre  —  oo  et  +  oo ,  on  aura  une  solu- 
tion plus  générale  de  Téquation  (i),  exprimée  par  la  for- 
mule 

y  ^=  I  j    '    f  (a)cos/i'rcos/i(jr  —  'a)dndaL, 

Si  l'on  fait  t  =  o,  elle  se  réduit  à  aTTf  (a:),  et,  par  consé- 
quent, on  satisferait  à  la  condition  (a)  en  prenant 

'  \  2ir 

Ainsi  l'expression 

-  /»00  /»00 

(4)  r=^ —    /  f         F(a)cos«*^COS/l(jr  — flt)<//i«/a 
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satisfait  aux  équations  (i)  et  (a),  et  donne -^  =  o  pour 

t  =  o.  Il  suffit  donc  de  trouver  une  nouvelle  valeur  de  jr 
qui  satisfasse  aux  équations  (i),  (3)  et  se  réduise  i  zéro 
pour  e  =  o  ;  en  l'ajoutant  à  celle  que  donne  l'équation  (4)i 
on  aura  la  solution  cherchée.  Or,  si  Ton  intègre  par  rap- 
port à  t^  entre  les  limites  zéro  et  £,  une  valeur  de  y  satis- 
faisant k  Téquation  (i))  et  telle  que  ^  =  o  pour  t  =  o,  le 

résultat  y  satisfera  encore.  Si  donc  on  intègre  l'expres- 
sion (4)  par  rapport  à  t,  en  remplaçant  F  par  f^  on  aura 
une  solution  de  l'équation  (i)  qui,  diflérentiée  par  rap- 
port à  {,  deviendra /(x)  pour  t  =  o,  et  satisfera,  par  con- 
séquent, à  la  condition  (3).  De  plus,  cette  valeur  àey  de- 
viendra nulle  pour  t  =  o,  puisque  l'intégrale  est  prise  à 
partir  de  t=o^  donc,  en  l'ajoutant  à  celle  que  donne 
l'équation  (4)^  on  aura  la  solution  de  la  question  proposée  ^ 
on  obtient  ainsi 


(5) 


|j^= —    f  1        F(«)cosif*ircos«(a:  —  a)rfiKiflt 

H f  I       /(«) ^cos«(x — ajanaa. 

^^  J 00   «/ 00  ^ 


La  première  partie  de  cette  solution  peut  être  mise  sons 
une  forme  plus  simple  en  effectuant  l'intégration  par  rap- 
port à  n. 

En  effet,  nous  avons  fait  connaître  la  formule 

1       cosz*co8262^zr=  4/-(cos6'-4-sin6*); 


posant  z^=:n\/tj  6  =  —-:^-»  on  conclura  de  l'équation 

2  ^t 
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précédente 

/        cos/t'rco$n(x — (z)dn 

La  première  partie  de  la  valeur  de  y^  qui  donne  la  solu* 
tion  complète  de  la  question,  toutes  les  fois  que  Ton  doit 

avoir  -^  =  o  pour  t  =  o,  prend  ainsi  la  forme  suivante  : 

ou,  en  posant =-  =  6,  d'où  dazzz  ^d^  sjt^ 

y  =  ~^r=    /       (cos6»-4-  sin62)  y[x  +  2€  \/t)d^. 

^27C  */— OO 

239.  Nous  allons  encore  faire  connaître  Tintégrale  d'une 
équation  qui  se  présente  souvent  dans  les  problèmes  de 
Physique  mathématique  \  mais  il  est  nécessaire,  auparavant, 
de  résoudre  une  question  auxiliaire  qui  consiste  à  ramener 
à  une  intégrale  simple  l'expression 

I        F(/cosO  4-/nsinOcos>J»  4- /isinOsin4»)sinÔ£fôrfiJi, 
o     Jo 

F  désignant  une  fonction  entièrement  arbitraire,  /,  m,  n 
des  quantités  quelconques  indépendantes  de  0  et  ^,  ces  li- 
mites o,  ir  se  rapportant  à  Tangle  9  et  o,  2ir  à  Tangle  <p. 
De  sorte  que  ces  deux  angles,  considérés  comme  coordon- 
nées polaires  relatives  à  des  axes  rectangulaires,  détermi- 
neraient successivement  toutes  les  directions  autour  de 
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l'origine.  Cela  posé,  soient 

/=Xcosô',     mz=  kûnB'cosY,     «  =  ^sinO'sin^»', 
d'où  

l'intégrale  deviendra 

I       ¥{Âcosp)sinBd9d-i, 

p  désignant  l'angle  formé  par  les  deux  directions  détermi- 
nées par  les  angles  6^  ^  et  6',  tp'.  Or  sinO^fO^^  est  Télément 
de  la  surface  sphérique  décrite  de  l'origine  comme  centre 
avec  l'unité  pour  rayon;  et,  d'après  les  limites  des  inté- 
grales, on  doit  considérer  successivement  tous  les  éléments 
qui  composent  cette  surfactî  et  les  multiplier  par  la  fonc- 
tion F(kcosp)  qui  dépend  de  l'angle  que  forment  les 
rayons  vecteurs  relatifs  à  ces  divers  éléments,  avec  la  direc- 
tion iSxe  correspondant  aux  angles  0',  tp'  déterminés  par 
les  équations 

cosô'  = 


smd  costp  ==  — 


^l^-f-m'-hf^ 


sin  9'  sin  ^  = 


n 


)Jl^-^m}-^n} 


Il  est  donc  bien  évident  que  l'intégrale  proposée  ne  dépend 
pas  de  la  direction  particulière  des  axes  ;  et,  pour  simplifier 
le  calcul,  nous  choisirons  pour  axe  des  x  la  direction  fixe 
dont  il  vient  d'être  question.  Nous  aurons  alors  p  =9,  et 
l'expression  (5)  devient 


'       1       F(;tcosÔ)sinC£/Of/f 

0     Jo 
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En  intégrant  par  rapport  à  ^,  on  obtient 


F{Âcos^)sjn9dOy 
o 


a 

o 


expression  qui  devient,  en  faisant  cosd  =  fx^ 

de  sorte  que  Ton  a,  quelle  que  soit  la  fonction  F, 

I       F(/cosd  +  /7tsin9cos\|i  + /znndsin>{f)sin9</0</^{> 
o   Jo  « 

i  /»  -H  I 

I       =:2ir  /  F (f*  ^/'  -f-  m*  -f-  /i^  d^i. 

Telle  est  la  transformation  que  nous  nous  proposions  de 
faire  subir  à  l'expression  (a). 

240.  Proposons-nous  maintenant  d'intégrer  Téquation 

d'u         Jd^u       d^u        d*u\ 
^^  de  Xdx'  ^  djr^        dz'  J 

Nous  aurons  une  intégrale  particulière  en  posant 

^)  6,  7,  S  étant  liés  par  l'équation 

Si  l'on  retranche  les  deux  valeurs  de  u,  correspondant  au 
double  signe  de  a,  et  qu'on  multiplie  par  un  coefficient 
arbitraire,  on  aura  encore  une  solution,  qui  pourra  se 
mettre  sous  la  forme  suivante  : 

Calcui  inf,  D.  —  U.  '  2a 
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au  moyen  de  la  formule  (c)  du  numéro  précédent,  cette 
valeur  de  u  prendra  la  forme  suivante,  M  étant  une  con- 
stante arbitraire  : 

I         ^«fco«l+«TUioleo«4.+««uliil.în4.  sinOrfOrf^J», 

0   Jo 


ou 


o    «/o 

Si  l'on  fait  la  somme  d'une  infinité  d'expressions  sembla- 
bles dans  lesquelles  les  constantes  S,  }f,  J,  M  pourront 
prendre  toutes  les  valeurs  que  Ton  voudra,  on  aura  encore 
une  solution  de  l'équation  (i)  ^  mais  la  somme 

peut,  en  choisissant  convenablement  les  indéterminées 
M,  6,  7,  d'i  coïncider  avec  telle  fonction  qu'on  voudra  de 
X  +  at  cosfl,  jr-^-at  sînfl  cosij;,  z  -f-  af  sin5  sin^.  On  aura 
donc  une  solution  de  Téquation  (i)  en  prenant 

,      /•»  /»aff  /j?-f-tf/cosG,  r  4-/i/sinOcos<»,\ 

(a)   u=y-  /       I       tûn^diid^Yi  .     '/.  ^M 

^    '  4*Jo    «/o  \z-4-flrsmesin^  / 

F  désignant  une  fonction  arbitraire  de  trois  variables,  et 

le  coefficient  j-  étant  introduit  afin  que ,  pour  e  c=  o ,  on 

trouve 

du 

L'expression  (a)  donne  donc  une  solution  de  l'équation 
proposée,  telle  que,  pour  t=:o,  elle  se  réduit  à  zéro,  tandis 


I 


(3) 
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que  sa  déiÎTée  par  rapport  à  t  devient  tme  fonction  orhir^ 
traire  de  x^jr^z. 

Si  donc  nous  pouvions  trouver  une  autre  solution  de 
l'équation  (i)  telle,  que  pour  ts=o  elle  devint  égale  i  une 
fonction  arbitraire  de  x,  y^  z,  tandis  que  sa  dérivée  par 
rapport  à  t  se  réduirait  à  zéro,  la  somme  de  ces  deux  solu- 
tions formerait  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 
Or  toute  expression  satisfaisant  à  Téquation  (i)  est  telle, 
que  sa  dérivée  par  rapport  à  t  y  satisfait  de  mème^  prenant 
donc  une  expression  semblable* au  second  membre  de  Té- 
quation  (2),  et  substituant  à  la  fonction  F  une  autre  fonc- 
tion arbitraire  J\  puis  difEérentiant  le  résultat  par  rapport 
à  t,  nous  aurons  cette  nouvelle  intégrale  de  l'équation  (i) 

^T-T    I       I        tsinOdBd^fl  .        .  ^    ). 

^ir  dt  Jq    Jq  \z  -hat sm Ô  sin ip  J 

Qr  il  est  facile  de  vérifier  que  cette  expression  devient 
f[pc^y^  z)  quand  on  fait  t  =  o^  tandis  que  sa  dérivée  par 
rapport  à  t  devient  nulle. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  est  donc 

/«ir   /*air         ^  ^^  j,  ^ /^ -4- û/cosô,  j^ -h  «fsinôcôSipA 

ar=:_    /       /        tsinQdBd^Y  l  ^M 

4«fJo    •/©  \« +  ûrsmôsin4»  / 


I    d     r      r  '    ^  ^^  ^,  j./^-^  at cosQ,  jr -h  atsmB  cos^,\ 

: I        I        tsmBdBd'^/l  .        .  ^    ) 

fie  dt  J      J^  \  z  -h  af  sind  sm^f  J 


4 

et,  pour  t  =  o,  on  trouve 

^^  =  F(x,j^,z). 

L'intégrale  est  donc  mise  sous  la  forme  la  plus  commode, 
puisque  les  fonctions  arbitraires  qu'eUe  renferme  sont  pré- 
cisément celles  que  l'on  donne  dans  toutes  les  applications 

22. 


(5) 
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aux  questions  de  mouvement.  Ce  sont  celles  qui  détermi- 
nent Tëtat  initial  du  système,  c'est-à-dire  celui  qui  corres- 
pond au  temps  t  égal  à  zéro.  C'est  à  Poisson  qu'on  doit  la 
formule  (3),  qui  est  d'une  très-grande  utilité  dans  la  Phy- 
sique mathématique. 

241 .  L'intégrale  que  nous  venons  de  trouver  conduit  i 
celle  de  l'équation  la  plus  générale 


(4) 

d*u 
dt 

d^u 

• 

d^u 

dj- 

d'u 

En  effet,  si 

l'on  pose 

xz=za 

^,   r  = 

=  h'. 

z      cz\ 

on  obtient 

d*u 

dû  " 

d^u 

d'u        d^u 

dy  '  rfy»' 

L'intégrale  générale  de. cette  équation  sera  donnée  parla 
formule  (3)5  et,  si  l'on  remplace  ensuite  x^j'^  z'  par 


-»  T»  ->  Oïl  trouvera  facilement 
abc 


(,      /»«   /»a«  /ar-ho/cosO,  r-*-*<sinOcos4^,\ 

u=  y-  \       I       tsinBdQd^Fl  "^  ^| 

4^Jo    Jo  \z -h et sin9 sm^  / 

I    d   /**  /•»''    .  ^^^,  ./^-+-«^cose,  r-<-*^Mno«»+,\ 

I       /        tsiuBdOd^/l  ; 

*  "'•/o    Jo  \«  H-c^sinesin4»  / 


4 

pour  t  =  G,  on  aura 

du 

La  formule  (5)  donne  donc  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (4)9  et  les  fonctions  arbitraires  qui  y  entrent  sont  don- 
nées, comme  dans  le  cas  précédent,  par  l'état  initial  du 
système. 
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CHAPITRE  XXn. 

ÉLIMINATION  DES  FONCTIONS  ARNTRAIRES. 


242.  Si  une  ^équation  à  trois  variables  x,  y^  z  renferme 
un  nombre  quelconque  m  de  fonctions  arbitraires  de  x 
seulement,  il  suffira  de  la  dilTérentier  m  fois  par  rapport 
\y^  en  considérant  x  comme  constant^  on  aura  ainsi  m+  i 
équations  dans  lesquelles  entreront  les  m  fonctions  à  éli- 
miner, sans  qu'il  se  soit  introduit  aucune  quantité  qui  en 
dépende  ;  on  pourra  donc  éliminer  toutes  ces  fonctions, 
et  Ton  aura  une  équation  aux  différentielles  partielles  du 
m**""  ordre. 

243.  Mais,  si  les  fonctions  arbitraires  renferment  a?,  y 
et  ^,  il  ne  suffira  plus  de  différentier  par  rapport  à  une 
seule  variable  \  et,  pour  que  l'élimination  puisse  se  faire,  il 
faut  de  plus  que  l'on  n'ait  que  des  fonctions  arbitraires  de 
fonctions  déterminées  de  x^^y^z. 

Supposons,  par  exemple,  l'équation 

9  étant  une  fonction  connue  de  x^y^  z,  et  y  désignant  une 
fonction  arbitraire. 

En  différentiant  l'équation  par  rapport  kx^Xy  succès* 

.    .  dz  dz 

sivement,  on  obtient,  en  posant  —  =:  p,  —  =  f , 

€/F       dY         d¥dfldm      df   \ 


t') 


dx        dz  df  d^  \dx 

dF       dF  dF  df  /df        df    \ 

dÇ'^'di'^'^4fTf\^'^l^^)^''' 
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On  a  ainsi  trois  équations  renfermant  /*  et  —•  En  les  éli- 
minant, on  aura  une  équation  aux  différentielles  partielles 
du  premier  ordre. 

Si  l'équation  (i)  avait  été  résolue  par  rapport  à/,  on 

n'aurait  eu  à  éliminer  que  -y-  entre  les  deux  équations 

^* 
dérivées. 

244.  Si  Téqnation  donnée  renfermait  deux  fonctions 
arbitraires/ (y), yi  (çj)  de  fonctions  données  y,  flpt,  le»  deux 

d.f    df 

diilërentiations   du  premier  ordre  introduiraient  -p'  :7^' 

'^  d^    atft 

et  les  trois  équations  ne  suffiraient  pas  pour  l'élimination 
de  ces  deux  fonctions,  jointes  kfelfi. 

On  différentiera  alors  les  équations  du  premier  ordre 
par  rapport  kxeljr  successivement,  et  Ton  aura  trois  nou- 
velles équations,  et  deux  fonctions  nouvelles  à  éliminer, 

d^f  d^f 
savoir  — - ,  -^  -  On  a  donc  six  équations  et  six  quantités  â 

éliminer;  ce  qui  ne  peut  encore  se  faire. 

En  difTérentiant  les  équations  du  second  ordre,  on  in- 

troduira    -r\,  -j^,    et  Ton   obtiendra  quatre  nouvdles 

équations.  Entre  trois  de  ces  dernières  et  les  six  précé- 
dentes on  éliminera  les  deux  fonctions  /,  fi  et  leurs  déri- 
vées jusqu'au  troisième  ordre  ;  on  aura  ainsi  une  équation 
aux  diâérentielles  partieUes  du  troisième  ordre,  dans  la- 
quelle il  ne  restera  aucune  trace  des  fonctions  /  et /*i ,  et 
qui  exprimera  un  caractère  commun  à  toutes  les  équa- 
tions qui  ne  dilléreraient  de  la  proposée  que  par  la  nature 
de  ces  fonctions. 

S45.  En  général,  si  une  équation  à  trois  variables  ren- 
ferme n  fonctions  arbitraires  de  fonctions  déterminées  de 
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x^jr^  z^  en  la  différentiant  successivement  par  rapport 
à  X  et^  jusqu'à  l'ordre  m  inclusivement,  on  obtiendra  un 

nombre d  équations,  et  (m-f- 1)  «  fonctions 

à  éliminer.  Pour  que  cela  puisse  se  faire,  il  faudra,  en  gé- 
néral, que  Ton  ait 

m-4-a 

>  «»     ou    m>2«  —  a. 

L'ordre  de  Téquation  aux  diitTérentielles  partielles  sera  donc 

271  —  I. 

On  agirait  d'une  manière  analogue  si  le  nombre  des  va- 
riables était  supérieur  à  trois. 

246.  Si  les  fonctions  f^fu*^-  n'avaient  pas  renfermé 
X,  j^,  z  d'une  manière  déterminée  par  les  fonctions  con- 
nues f ,  f  1, . . . ,  on  n'aurait  pu  les  éliminer. 

Si,  par  exemple,  ime  équation  à  trois  variables  renfer- 
mait une  fonction  f  entièrement  arbitraire  de  x  et  y^  on 
introduirait,  pour  chaque  ordre  de  diflérentiation,  autant 
de  fonctions  à  éliminer  que  d'équations  :  Télimination  serait 
donc  impossible. 

Mais  si  Téquation  proposée  renfermait  quatre  variables  x, 
/,  r,  u,  en  la  différentiant  par  rapport  à  z  seulement,  on 
n'introduirait  aucune  nouvelle  fonction  *,  et,  par  conséquent, 
on  pourrait  éliminer  autant  de  fonctions  arbitraires  de  x 
tXj  que  Ton  voudrait^  de  même  que,  en  partant  d'une  équa- 
tion en  X,  y^  z,  nous  avons  vu  qu'on  pouvait  éliminer  des 
fonctions  arbitraires  de  x. 
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CHAPITRE  XXIIL 

INTÉGRATION  GÉNÉRALE  DE  L'ÉQUATION  OU  LES 

DIFFÉRENTIELLES  PARTIELLES  NENTRENT 

QU'AU  PREMIER  DEGRÉ  ET  AU  PREMIER  ORDRE. 


247.  Proposons-nous  de  trouver  l'intëgrale  générale  d'une 
équation  entre  des  variables  indépendantes  en  nombre 
quelconque,  une  ionction  de  ces  variables  et  ses  dérivées 
partielles,  qui  y  entrent  linéairement.  Considérons,  par 
exemple,  une  fonction  u  des  trois  variables  indépendantes 
x^Y^  z.  L'équation  donnée  sera  de  la  forme 

P)  Q»  ^1  s  étant  des  fonctions  quelconques  de  x,  y^  z,  u. 
S'il  7  a  une  solution  de  cette  équation,  comme  nous  le 
savons  d'ailleurs,  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 
a7(jr,  ^,  j?,  u)  =  c,  en  exceptant  celles  qui  n'auraient  pas 
au  moins  une  constante  arbitraire;  et  Ton  peut  introduire 
la  fonction  f  au  lieu  de  u,  ce  qui  donnera  à  l'équation  une 
forme  symétrique  qui  nous  sera  très-avantageuse.  On  aura, 
en  effet, 

df^  d^                         df 

du            dx  du            djr  du            dz 

dx             d^  dy            d^  dz             di^ 

du  du                        du 

et  l'équation  proposée  devient 
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Ainsi,  f  =  c  représentant  une  solution  de  la  question,  la 
fonction  cp  des  quatre  variables  x,  y^  z^  u  doit  satisfaire 
à  cette  équation,  u  désignant  la  fonction  de  x,  j",  z  que 
l'on  tirerait  de  Tëqualion  f  =*c.  Or  nous  avons  démon- 
tré (n®  161)  que,^  si  Ton  représente  par  ^(x,  j^,  Zj  u)  =  c' 
une  quelconque  des  trois  intégrales  des  équations  simul- 
tanées 

dx fiz du 

S^-^'    Si-®'    5i-^' 

où  A,  B,  C  représentent  des  fonctions  données  de  x,  ^, 
z,  u,  on  aura,  quels  que  soient  x^  y^  Zj  u, 

dx  djr  dz  du 

donc  la  fonction  ^  serait  une  solution  de  Téquation  (2), 
où  JCjjr^  z,  IX  seraient  considérées  comme  indépendantes,  si 
l'on  prenait 

A-^        R-^        C-^ 

c'est-à-dire  si  1^  était  le  premier  membre  d'une  des  inté- 
grales, résolues  par  rapport  aux  constantes,  du  système 


^x 

Q 

dz 

R 

du 

S 

dx 

=  P' 

dx 

■r 

dx" 

=p' 

ire 

sous 

la  forme  abrégée 

dx 

dy 

dz  _ 

du 

P  " 

Q 

R  " 

"  S  ■ 

(3) 

Ainsi  vp(a:,  y^  z,  u)  =  C  satisfait  à  l'équation  proposée; 
car  si  l'on  en  tire  les  dérivées  partielles  de  u,  qui  seront 

d"^  d^  d^ 

du iix  du            djr  du            dz 

dx            d-^  djr            d^  dz            d'^ 

du  du  du 
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et  qu'on  les  porte  dans  (i),  on  aura  pour  résultat 

dx  dj  dz  du 

m 

équation  qui  est  identique  en  x,  y^  z,  u  ^  et,  par  conséquent, 
aussi  quand  on  mettra  pour  u  sa  valeur  enx^j^z  tirée  de 
^  (-^9^)  ^t  ^)  =  C*  Cette  dernière  équation  donne  donc  une 
solution  de  (i). 

On  peut  même  remarquer  qu'une  fonction  arbitraire 
F(^)  de  la  fonction  ^  satisferait  encore  à  Téquation  (a), 
puisque  sa  substitution  ne  ferait  qu'introduire  de  plus  le 

^  d¥ 

facteur  -—-' 

d'If 

Si  donc  on  représente  les  intégrales  des  équations  (3) 
par 

+(«ir»  «1  «)  —  <?>   ^iC^iji  «f  «)  =  «?!,    ^ïC^iri  «,  «)  =  c„ 

on  aura  des  solutions  de  l'équation  (a)  en  prenant  une 
fonction  arbitraire,  soit  de  ^^  soit  de  ^i  ou  ^t.  Mais  il  est 
facile  de  voir  qu'il  en  serait  encore  de  même  si  l'on  prenait 
une  fonction  arbitraire  des  trois,  F(^p,  ^^i?  ^«)- 

Car  la  substitution  d'une  pareille  fonction  au  lieu  de  (f 
dans  l'équation  (2)  donnerait  la  somme  des  résultats  que 
fourniraient  séparément  i}/ ,  (pj ,  <)/i ,  pourvu,  qu'on  multi- 

pliât  le  premier  par  —  j  le  deuxième  par  —  >  et  le  troisième 

par  —  -•  On  aura  donc  une  solution  de  l'équation  (2)  ou 

de  la  proposée  en  posant  F  (^,  ^i^  ^t)  =  o,  ou,  ce  qui  est 
la  même  chose, 

(4)  +.=-/(+.  f). 

F  et  y  représentant  des  fonctions  complètement  arbitraires. 
11  reste  à  démontrer  que  c'est  là  l'intégrale  générale;  ou^ 
en  d'autres  termes,  qu'en  donnant  à  x  une  valeur  particu- 
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lière,  zéro  par  exemple,  on  peut  dëtermmer  la  fonction  f  de 
manière  que  u  soit  une  fonction  arbitraire  de  j^  et  s. 

Soit  x(^»  ^)  'i^®  fonction  choisie  arbitrairement;  cher- 
chons si  Ton  peut  déterminer  y*  de  manière  que  Téquation 

soit  satisfaite,  quels  que  soient  j^  et  z,  lorsqu'on  remplace  u 
par  x(j^,  z).  Pour  cela,  posons 

(6)    +(o»r7«»«)  =  ^   +1(0, 7,  «,  «)  =  «',    x(r,  «)=«, 

et  introduisons  les  variables  indépendantes  f/  et  çv  au  lieu 
ijà  j^z\  l'équation  (5)  devra  avoir  lieu  quels  que  soient 
V  et  fv,  quand  on  y  aura  fait  les  substitutions  fournies  par 
les  équations  (6),  qui  donnent  pour  u,^,  z  des  fonctions 
connues  de  f/,  w.  Représentant  par  xs{y,^w)  la  fonction 
connue  à  laquelle  se  réduit  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (5),  on  aura  alors  à  satisfaire,  quels  que  soient  v  et  çv, 
à  l'équation 

ce  qui  détermine  la  forme  de  la  fonction  f. 

De  quelque  manière ,  au  reste ,  qu'on  élimine  m,  y^  z, 
on  obtiendra  une  équation  qui  renfermera  la  fonction  j 
et  la  déterminera.  L'équation  (4)  est  donc  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation  (i),  puisqu'elle  y  satisfait  et  que,  pour 
X  =  o,  elle  donne  pour  u  une  fonction  arbitraire  de  j^  et  z. 
Il  est  même  à  remarquer  que  l'équation  (4)  satisfait,  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  quatre  variables  x,  j^,  z,  «. 

Cette  méthode,  due  à  M.  Jacobi,  et  que  nous  avons  ex- 
posée sur  une  équation  entre  quatre  variables ,  s'applique 
évidemment  quel  qu'en  soit  le  nombre,  et  il  serait  superflu 
de  rien  ajouter  à  cet  égard.  Il  ne  nous  reste  qu'à  en  faire 
quelques  applications. 
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Intégration  des  équations  aux  différentielles  partielles 
du  premier  ordre,  qui  représentent  des  surfaces  cylin- 
driques j  des  surfaces  coniques,  des  conoïdes  et  des 
surfaces  de  réi^olution. 

248.  Nous  commencerons  par  rappeler  les  équations 
finies  et  les  équations  diâercntielles  de  ces  surfaces. 

Equations  finies  de  ces  surfaces.  —  Une  surface  cylin- 
drique est  celle  qu'engendre  une  droite  qui  se  meut  paral- 
lèlement à  une  direction  fixe,  en  s'appujant  constamment 
sur  une  ligne  donnée,  qui  est  nommée  directrice. 

Soient 

F  (ar,  y,  z)  =  o,     F,-( JT,  y,%)  =  o 

les  équations  de  la  directrice,  et 

celles  d'une  génératrice  quelconque,  a  et  6  étant  constants, 
et  a,  6  variant  d'une  génératrice  à  une  autre.  La  condition 
de  la  rencontre  de  cette  génératrice  et  de  la  directrice  s'ob- 
tiendra en  éliminant  x^jr^  z  entre  leurs  équations^  d'où  ré- 
sultera une  équation 

ç(a,  6)  =  o, 

On  aura  donc  l'équation  du  lieu  des  génératrices  en  élimi- 
nant a,  S  entre  cette  équation  et  celles  de  la  génératrice  ;  ce 
qui  donne ,  pour  l'équation  générale  des  surfaces  cylindri- 
ques, 9  pouvant  désigner  une  fonction  quelconque, 

9  (a:  —  az,  y  —  6a)  =  o, 
ou,  en  la  résolvant  par  rapport  kx  —  ar, 

X  —  az  =^f{y  —  hz). 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  que,  quelle  que  soit  la  fonction/, 
cette  équation  représente  une  surface  cylindrique. 
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249.  Une  surface  conique  est  celle  qu'engendre  une 
droite  qui  passe  par  un  point  fixe  et  s'appuie  sur  une 
ligne  donnée. 

Soient 

les  équations  de  cette  directrice,  et  a,  6,  y  les  coordonnées 
du  point  fixe;  les  équations  d'une  génératrice  quelconque 
seront 

a  et  b  yariant  d'une  génératrice  à  l'autre.  Pour  que  la  di- 
rectrice soit  toujours  rencontrée  par  la  génératrice,  il  faut 
que  ces  quatre  équations  aient  lieu  en  même  temps  ^  d'où 
résulte,  en  éliminant  x^y^  z,  l'équation  de  condition 

L'équation  du  lieu  des  génératrices  s'obtiendra  en  éli- 
minant aelb  entre  cette  équation  et  les  deux  précédentes, 
ce  qui  donne,  pour  l'équation  générale  des  surfaces  co- 
niques, 

f  ( >    1  =  o, 

ou 

—  7  \«— 7/ 


a: 

z 


et  l'on  vérifierait  encore  que,  quelle  que  soit  la  fonction/, 
cette  équation  représente  une  surface  conique, 

250.  Un  conoïde  est  la  surface  engendrée  par  une  droite 
qui  se  meut  parallèlement  à  un  plan  fixe,  et  qui  rencontre 
constamment  une  droite  et  une  courbe  données.  Prenons 
la  droite  donnée  pour  axe  des  z,  et  le  plan  fixe  pour  plan 
des  j:  et  ^,  et  soient 

r{x,^,  a)  =  o,     F,(jp,  j,«)=^o 
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les  ëqaations  de  la  courbe  donnée;  celles  de  la  génératrice 
seront  de  la  forme 

Eliminant  x^  y^  z  entre  ces  quatre  équations ,  on  aura 
une  équation  entre  a  et  i,  qui  exprimera  la  dernière  condi- 
tion a  laquelle  la  génératrice  doit  satisfaire.  Soit  a  =  (f  (A) 
cette  équation,  on  aura  celle  de  la  surface  cherchée,  en 
éliminant  a  txh  entre  elle  et  les  équations  de  la  généra- 
trice. 

On  trouve  ainsi 


z 


La  fonction  <p  est  arbitraire,  puisque  F,  F|  désignent  des 
fonctions  quelconques.  D'ailleurs  on  vérifie  facilement  que, 
quelle  que  soit  cette  fonction  f ,  l'équation  précédente  est 
celle  d'un  conoïde. 

251.  Une  surface  de  révolution  est  celle  qu'engendre 
une  ligne  quelconque  qui  tourne  autour  d'un  axe  fixe,  en 
conservant  avec  lui  la  même  position  relative  :  de  sorte  que, 
dans  ce  mouvement,  chaque  point  décrit  un  cercle  dont  le 
centre  est  sur  l'axe,  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à 
cet  axe. 

Prenons  l'origine  en  un  point  a,  6,  y  de  l'axe,  et  soient 

les  équations  de  la  génératrice  dans  une  de  ses  positions; 
celles  de  l'axe  seront  de  la  forme 

x  =  az,     y  =  bz. 

Un  quelconque  des  cercles  de  la  sur&ce  aura  pour  équa* 
tions 

(x  —  a)'  -4-  (r  —  6)>  -4-  (s  —  7  )»  =  R»,     z-hax-{-bjr=z  C. 
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Pour  qu'il  j  ait  un  point  commun  avec  la  courbe  généra- 
trice, il  faudra  que  R  et  C  satisfassent  à  Téquation  qu'on 
obtiendra  en  éliminant  x^  y^  z  entre  les  quatre  équations 
de  ces  lignes.  Soit  cette  équation  de  condition 

y{R^c)  =  o, 

on  aura  celle  du  lieu  des  cercles  ou  de  la  surface  de  révo- 
lution, en  éliminant  R  et  Ç  entre  cette  équation  et  celle 
d'un  quelconque  des  cercles  \  on  trouve  ainsi 

y[(x  —  a)» -4-  {y  —  %Y  "^  {«  ~  7)'^  z-^ax^  hy\  =i  o, 
on 

[x  —  a)>  -4-  (j  —  6)'  -h  (s  —  yy~^/(z  -h  ax -h  by), 

équation  générale  des  surfaces  de  révolution. 

252.  Leurs  équations  aux  différentielles  partielles.  — 
Les  ^tirfaces  cylindriques  jouissent  exclusivement  de  cette 
propriété,  qu'en  chacun  de  leurs  points  le  plan  tangent  est 
parallèle  à  une  droite  fixe,  dont  la  direction  est  celle  des 
génératrices. 

Soient  x  =  az^  jr  =z  bz  les  équations  qui  déterminent 
cette  direction,  etz  =  F(x,^)  l'équation  d'une  surface. 
Son  plan  tangent  au  point  {x\  j\  z*)  aura  pour  équation 

Pour  qu'il  soit  parallèle  à  la  droite  donnée,  quel  que  soit 
le  point  de  contact,  il  faudra  qu'on  ait 

dz'       ,  d%' 

I  =  a h  h  —  • 

dx'  df 

L'équation  générale  des  surfaces  cylindriques  est  donc 

dz       ,  dz 
dx  dy 

253.  La  propriété  caractéristique  des  surfaces  coniques 
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est  que  leur  plan  tangent  en  un  point  quelconque  passe 
par  un  point  fixe.  Soient  a,  6,  y  les  coordonnées  de  ce 
point  ^  Téquation  générale  du  plan  tangent  à  une  surface 
étant 

d^  dz 

le  plan  tangent  passera  constamment  par  le  point  fixe,  si 
Ton  a,  pour  tous  les  points  de  la  surface, 

l'équation  générale  des  surfaces  coniques  est  donc 

/  X  '^2        ,  _,  dz 

254.  Le  plan  tangent  à  un  conoïde  devant  contenir  la 
génératrice  menée  au  point  de  contact  coupera  Taxe  des  z 
en  un  point  dont  le  z  sera  égal  à  celui  du  point  de  contact, 
si  Ton  suppose  les  axes  choisis  comme  précédemment. 
L'équation  du  plan  tangent 

.-^=g(.-x')4-^(r-/) 

devra  donc  être  satisfaite  par  x  =  o^jr  =  Oj  z  =  z'^  ce  qui 
donne,  pour  tout  point  de  la  surface, 

,  dz'         ,  dz' 

ar  • — 7  -f-  Y  =  o. 

dx'^'^  dy 

L'équation  générale  de  tous  les  conoïdes,  quelle  que  soit 
la  courbe  directrice,  est  donc 

dz  dz 

255.  Les  surfaces  de  révolution  ont  pour  propriété  ca- 
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ractéristique,  que  la  normale  menée  en  un  quelconque  de 
leurs  points  rencontre  leur  axe. 
Soient 

JKvz::  aZ-\-  OLy      y  zzz  b  Z  -'r  ^ 

les  équations  de  l'axe.  Une  normale  à  une  surface  quel* 
conque  a  pour  équations 

pour  qu'elle  rencontre  Taxe,  il  faudra  que  Ton  ait  la  con- 
dition 


x' 

—  a  ■ 

,dz' 

y 

~t  + 

z'  ^' 

df 

'dz' 
dx' 

-r-a 

dz' 
'if 

b 

Eu  réduisant  cette  équation,  et  supprimant  les  accents, 
on  aura  Téquation  générale  des  surfaces  de  révolution,  qui 
sera 

[y  —  bz  —  6)- (d?  —  az  —  ^)~t-  =  b{x  —  x)  —  a{j  —  6). 

On  aurait  pu  déduire  ces  diverses  équations  différen- 
tielles des  équations  en  quantités  finies,  en  éliminant  la 
fonction  arbitraire. 

Nous  allons  voir  réciproquement  comment  on  peut  re- 
passer des  équations  diiTérenti elles  aux  équations  en  quan- 
tités finies. 

236.  Intégration  des  équations  de  ces  surfaces.  Surfaces 
cylindriques.  —  L'équation  différentielle  des  surfaces  cy- 

Uj  .  dz  dz 

ndriqucs  est,  en  posant  —  =l=  p,  —  =  y, 

ap  -i-  bq  z=zi. 

D'après  la  théorie  des  équations  aux  différentielles  par^ 

Calcul  in/.  D.  —  II.  23 


/ 


/ 


/ 


/ 


/ 
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tielles  du  premier  ordre,  on  posera  les  deux  équations  si- 
multanées 

dx ^ 

a  ^  b  ~^      ' 

dont  les  intégrales  sont  x  —  az  =  C^  y  —  bz=Ci\  d'où 
il  résulte  que  Tintégrale  de  l'équation  proposée  est 

X  —  az  =  T[jr  —  6«), 

ou 

X  —  azT-jzTt{ajr — bx], 

F  désignant  une  fonction  arbitraire,  qui  se  déterminera 
par  une  condition  particulière.  Supposons  d'abord  que  la 
surface  cylindrique  soit  assujettie  à  passer  par  une  courbe 
donnée*  ayant  pour  équations 

pour  qu'il  soit  plus  facile  de  déterminer  la  forme  de  la 
fonction  F,  nous  représenterons  par  une  seule  lettre  la 
quantité  qui  s'y  trouve  soumise.  Soit  donc 

jr  —  bz:=  u\ 

nous  remplacerons  partout^  par  bz  -^u  :  l'équation  de  la 
siu'face  deviendra 

et  celles  de  la  courbe  se  changeront  en 

/{x,  bz-^u,  z)=:o,    /,(x,  6a -+-«,«)  3=0, 

et  il  faudra  que  ces  trois  équations  soient  satisfaites  par 
une  infinité  de  valeurs  de  x^  z^  u.  Si  donc  on  élimine  x 
et  z  entre  elles,  l'équation  en  u  devra  être  satisfaite,  quel 
que  soit  z,  ou,  en  d'autres  termes,  elle  devra  être  iden- 
tique. On  en  déduira  donc  la  forme  de  la  fonction  F,  en 
tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  F(u).  L'équation  de 
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la  surface 

X  —  az=.  T{jr  —  bz) 

sera  donc  entièrement  déterminée. 

On  peut,  du  reste,  se  dispenser  de  résoudre,  par  rapport 
a  F,  l'équation  résultant  de  Télimination;  car  soit 

'  ç[ir,F(ii)]  =  o 

cette  équation^  en  y  remplaçant  u  par  j^  —  bz  et  F{u) 
par  X — az,  on  aura,  pour  l'équation  de  la  surfaire  pro- 
posée, 

^{x  —  ^*»  *  —  <*^)  =^  <>• 

Si  la  surface  cylindrique  était  assujettie  à  être  circon- 
scrite a  une  surface  donnée,  on  commencerait  par  déter- 
miner les  points  de  cette  surface  pour  lesquels  le  plan 
tangent  est  parallèle  à  la  direction  donnée  des  généra- 
trices; et  il  suffira,  pour  cela,  d'exprimer  qu'ils  satisfont 
à  l'équation  différentielle  de  la  surface  cylindrique.  Cette 
ligne  étant  déterminée,  le  problème  rentre  dans  le  précé- 
dent. 

257.  Surfaces  coniques,  —  Leur  équation  différentielle 

est 

{x —  a)p  -h  {x  —  ^)  q  =  i  —  y* 

On  intégrera  d'abord  les  équations 

dx  dy  dz 


X  —  a       y  —  6        z  —  7 
ce  qui  conduit  à 

«  —  7  *— 7 

et  l'intégrale  de  l'équation  proposée  sera 

X  — 


7  V  —  tl 


«  —  7 
f  désignant  une  fonction  arbitraire. 


23. 
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Supposons,  pour  la  déterminer,  que  la  surface  soît  assu- 
jettie à  passer  par  une  courbe  dont  les  équations  données 

soient 

F(x,7,  «)r-o,     F,(j:,  r,  z)  =  0; 

on  posera 

z —  =  "î 

les  équations  de  la  surface  et  de  la  ligne  donnée  devien- 
dront 

— /(«)i     F[-^i  €  -f-  («  —  7)  «,  z]  -"  o, 

i—  7 

F,[4f,  6-f-  (z— 7)11,  «]i^o. 

Ces  trois  équations  devant  avoir  une  infinité  de  solu- 
tions communes,  si  Ton  élimine  x  et  z,  Téquation  finale 
en  u  devra  être  identique,  et  la  valeur  que  Ton  en  tirera 
pour  y  (  IX )  déterminera  la  forme  de  la  fonction  arbitraire. 

Si  la  surface  conique  était  assujettie  à  être  circonscrite  à 
une  surface  donnée,  on  chercherait  d'abord  le  lieu  des 
points  de  cette  surface  qui  satisfont  à  l'équation  difieren- 
tielle  de  la  surface  conique  :  le  problème  rentrerait  alors 
dans  celui  que  nous  venons  de  résoudre. 

a 

258.  Conoïdes,  —  L'équation  générale  des  conoïdes  est 

/>x  H- <77  r=  o. 
Les  équations  simultanées  qu'il  faut  intégrer  sont  donc 

dx        dy  dr.        dz 

—  =  —     et     —  =  —  9      ou     dz  izo, 

X         y  X  o 

On  en  tire  z=za^y  =z  ix,  a  et  i  étant  les  constantes  arbi- 
traires. L'intégrale  générale  sera  donc 


cf  désignant  une  fonction  arbitraire. 
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Si  Ton  veut  déterminer  cette  fonction  par  la  condition 
que  la  surface  contienne  une  courbe  ayant  pour  équa** 
tions 

F(-^,r^  «)  —  o,    F,>,r,  z)  =  o, 

y 

on  posera  -  =  u ,  et  Ton  remplacera  j-  par  ux  dans  les 

trois  équations  qui  devront  admettre  une  infinité  de  solu- 
tions communes. 
On  aura  ainsi 

2--r  f(i/),      F(ar,  «X,  z  =z  o,      F,(4:,  ux,  z)  i- O. 

Si  l'on  élimine  x  et  z,  Téquation  identique  en  u  qui  en 
résultera  fera  connaître  la  forme  de  la  fonction  cherchée 
<f{u). 

On  agirait  comme  dans  les  deux  cas  précédents,  si  le  co- 
noïde  devait  être  circonscrit  à  une  surface  donnée. 

259.  Surfaces  de  rév^olution,  —  L'équation  différen- 
tielle de  ces  surfaces  est,  en  prenant  l'origine  en  un  point 
de  Taxe, 

(y  —  ^z)p  —  (or  —  az)  q  zi^  bœ  —  ay. 

Il  faudra  d'abord  intégrer  les  équations  simultanées 

dx  —  dr  dz 

y — bz        X  —  az        bx  —  aj 
OU 

{^bx  —  ay^dx--  {y  —  oz)uz^ 

—  [bx  —  ay)dy  =:  [x  —  az)dz. 

Si  l'on  multiplie  la  première  par  a,  la  seconde  par  i,  et 
qu'on  les  retranche,  on  trouve,  en  divisant  par  bx — ay^ 

adx  -^  bdy  rz;  —  dz^ 
d'où 

z  •:-  ax  -r-  by  =  €» 
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Si  maintenant  on  multiplie  la  première  par  Xy  la  seconde 
par  j^,  et  qu'on  les  retranche,  on  trouvera 

d*où 

l'intégrale  de  Téquation  proposée  est  donc 

Déterminons  la  fonction  arbitraire  par  la  condition  que 
la  surface  contienne  la  courbe  ayant  pour  équations 

F(j:,  j,  z)  =  o,     TJx.Xi  2)  — o; 

pour  cela,  nous  poserons  encore 

•  a  -i-  ajr  -{-  bjr  =  u, 

et  nous  éliminerons,  comme  dans  les  questions  précédentes^ 
x^jr^  z  entre  cette  équation,  celle  de  la  surface  et  celles 
de  la  courbe  donnée^  l'équation  finale  en  u  devra  être 
identique,  et  déterminera  ainsi  la  fonctiony*(u). 

On  agirait  comme  dans  les  cas  précédents,  si  l'on  deman- 
dait que  la  surface  de  révolution  fût  circonscrite  à  une  sur- 
face donnée. 
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CHAPITRE  XXIV, 

CALCUL  DES  VARIATIONS. 


260.  Le  calcul  des  variations  a  été  conçu  par  Lagrange 
poiu"  la  résolution  d'une  nouvelle  espèce  de  questions  sur 
les  maxima  et  minima. 

Dans  les  questions  ordinaires,  on  donne  la  forme  d'une 
expression  qui  renferme  une  ou  plusieurs  quantités  incon* 
nues,  et  Ton  cherche  les  valeurs  maxima  de  cette  expres- 
sion, ainsi  que  les  valeurs  particulières  des  inconnues  qui 
y  correspondent. 

Dans  ces  nouvelles  questions,  on  donne  l'expression 
d'une  diiférentielle  qui  renferme  des  fonctions  inconnues 
de  X,  ainsi  que  leurs  dérivées  d'un  ordre  quelconque  par 
rapport  à  :r,  et  l'on  se  propose  de  déterminer  ces  fonctions 
de  telle  sorte  que  l'intégrale,  prise  entre  certaines  limites, 
ait  une  valeur  maximum  ou  minimum. 

Ainsi  la  différence  que  l'on  aperçoit  d'abord  entre  ces 
questions  et  les  autres  questions  de  maxima  ou  minima 
consiste  en  ce  que  les  inconnues  ne  sont  pas  des  valeurs  dé- 
terminées, mais  des  fonctions  de  la  variable  par  rapport  à 
laquelle  l'intégration  doit  être  effectuée. 

261 .  La  marche  à  suivre  pour  résoudre  ces  sortes  de 
questions  est  la  même  que  pour  les  autres.  On  suppose  que 
l'on  connaisse  les  fonctions  cherchées^  on  les  fait  varier 
infiniment  peu,  en  satisfaisant  à  toutes  les  conditions;  et 
l'on  exprime  que,  dans  tous  les  cas,  la  valeur  do  l'intégrale 
diminue,  si  elle  doit  être  maximum,  ou  qu'elle  augmente, 
si  elle  doit  être  minimum. 
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Il  faut  donc  commencer  par  donner  les  règles  générales 
au  moyen  desquelles  on  peut  déterminer  T accroissement 
infiniment  petit  des  intégrales,  et  d*abord  des  quantités  qui 
peuvent  entrer  sous  le  signe  de  Tintégration  ;  mais,  avant 
de  nous  en  occuper,  nous  allons  éclaircir  ce  qui  précède 
par  la  considération  d'une  question  particulière. 

262.  Etant  donnés  deux  points  fixes  et  une  droite 
située  dans  le  même  plan,  quelle  est  la  courbe  passant  par 
ces  deux  points  qui,  tournant  autour  de  la  droite  fixe,  en- 
gendre une  surface  minimum  ? 

Si  Ton  prend  cette  droite  pour  axe  des  x^  qu'on  partage 
en  une  infinité  de  parties  la  distance  des  projections  des 
deux  points,  et  que  par  les  points  de  division  on  mène  des 
plans  perpendiculaires  à  l'axe,  la  surface  engendrée  sera 
décomposée  en  une  infinité  d'éléments,  ayant  pour  ex- 
pression générale  2  ity  ds^  et  correspondant  à  toutes  les  va- 
leurs de  X  comprises  entre  les  limites  données  X|,  jrj.  Il 

faudra  donc  que  l'intégrale  /     yds  augmente  en  passant 

de  la  courbe  cherchée  à  toute  autre  voisine.  Et  dans  Tinté- 

'      y'ds\  qui  se  rapporte  à  une  quelconque  d'entre 

elles,  les  éléments  j^'rfj'  peuvent  se  rapporter  à  des  points 
de  division  de  l'axe  qui  ne  soient  pas  les  mêmes  que  pour 
la  première;  il  suQit  que  les  limites  soient  les  mêmes.  De 
sorte  que,  si  l'on  voulait  comparer  les  deux  intégrales  élé- 
ment par  élément,  il  suffirait  d'en  mettre  le  même  nombre 
de  part  et  d'autre,  et  l'on  pourrait  établir  telle  loi  que  l'on 
voudrait  entre  les  abscisses  de  deux  éléments  correspon- 
dants ;  mais  il  sera  avantageux  de  les  supposer  infiniment 
peu  différentes  l'une  de  Tautre. 

Les  limites  :ri,  or,  pourraient  être  inconnues,  mais  assu- 
jetties à  certaines  conditions.  On  pourrait,  par  exemple,  de- 


augraen- 
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mander  quelle  est  la  courbe  qui,  ayant  ses  extrémités  sur 
deux  courbes  données,  et  tournant  autour  d'une  droite  si- 
tuée dans  le  même  plan,  engendre  une  surface  minimum. 
Dans  ce  cas,  on  reconnaîtrait  qu'on  a  trouvé  la  courbe  qui 

résout  la  question  à  ce  que  l'intégrale   i      jds 

terait  quand  on  considérerait  toute  autre  courbe  ayant  ses 
points  infiniment  voisins  de  la  première,  et  ses  deux  extré- 
mités sur  les  courbes  données,  à  une  distance  infiniment 
petite  des  extrémités  de  la  première. 

Si  Ton  veut  comparer  deux  à  deux  les  éléments  des  deux 
intégrales  depuis  le  premier  jusqu'au  dernier,  on  ne  pour- 
rait, dans  ce  cas,  les  supposer  correspondant  à  la  même 
abscisse,  puisque  les  abscisses  des  extrémités  sont  nécessai- 
rement différentes.  11  est  donc  quelquefois  nécessaire  et 
toujours  permis  de  considérer  les  deux  intégrales  que  l'on 
veut  comparer  comme  décomposées  en  un  même  nombre 
d'éléments  correspondant  à  des  valeurs  de  x  infiniment  peu 
différentes,  et  liées  l'une  à  l'autre  par  une  loi  arbitraire. 

Des  "variations. 

263.  Lorsque  l'on  considère  un  élément  quelconque 
d'une  intégrale,  et  que  l'on  passe  à  son  correspondant,  les 
accroissements  que  subissent  les  quantités  dont  il  dépend 
sont  nommés  les  variations  de  ces  quantités.  On  conserve 
le  nom  de  différentielles  aux  accroissements  que  subissent 
ces  mêmes  quantités  en  restant  toujours  dans  le  système  qui 
se  rapporte  à  la  même  intégrale.  On  distingue  les  varia- 
tions des  différentielles  par  la  caractéristique  J  que  l'on 
substitue  â  la  caractéristique  t/,  et  on  les  suppose  toujours 
infiniment  petites. 

Ainsi  soit^  une  des  fonctions  inconnues  de  x  qui  en- 
trent dans  l'expression  sous  le  signe  f\  dy  sera  l'accrois- 
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sèment  que  prend  cette  fonction  quand  on  passe  d*ttn  élé- 
ment de  la  première  intégrale  à  son  correspondant  dans  la 
seconde.  En  considérant  y  comme  étant  Tordonnée  d'une 
courbe,  j-\'ij  sera  l'ordonnée  de  la  couAe  après  sa  va- 
riation, et  elle  correspondra  a  la  même  abscisse  que  j'  dans 
la  première,  dans  le  cas  où  les  points  correspondants  se 
rapporteront  à  la  même  valeur  de  x;  au  contraire  j^  H- Jy 
sera  Tordonnée  correspondant  à  l'abscisse  x  +  ix^  si  ix 
est  la  fonction  infiniment  petite  de  x,  et  continue  comme 
iy^  qui  exprime  la  diiTéreuce  des  abscisses  des  points  que 
Ton  fait  se  correspondre  dans  les  deux  intégrales.  Dans  ce 
dernier  cas,  il  est  peut-être  plus  commode  de  regarder  x  et 
y^  ainsi  que  dx,  ^,  comme  des  fonctions  d'une  même  va- 
riable arbitraire  t  qui  n'entre  même  nullement  dans  l'ex- 
pression donnée,  et  alors  la  fonction  sous  le  signe  J  renfer- 
mera les  difTérentielles  dx^  é/'x, . . .,  aussi  bien  que  dy^ 
d^y^...^  rapportées  toutes  à  une  même  variable  qui  n'a  pas 
diême  besoin  d'être  désignée. 

Lorsque  l'on  connaît  les  variations  de  toutes  les  quantités 
qui  entrent  dans  une  fonction,  la  variation  de  cette  fonc- 
tion se  détermine  par  les  règles  ordinaires  du  Calcul  diffé- 
rentiel, qui  font  connaître  l'accroissement  infiniment  petit 
d'une  fonction,  d'après  les  accroissements  de  toutes  les  va- 
riables qu'elle  renferme.  Ainsi  l'on  aura  généralement 

du  dv  aw 

264.  Iransposition  des  cara4:téristiques  d  et  ô,  —  Il  est 
important  de  remarquer  que  dans  tous  les  cas  on  peut  inter- 
vertir l'ordre  des  opérations  quand  on  prend  la  différen- 
tielle et  la  variation  d'une  fonction  quelconque  (/.  En  effet, 
soit  i^-hd\^  ce  que  devient  la  fonction  u  en  passant  du  pre- 
mier système  au  second.  Si  l'on  change  tent-h  dt^  la  dit- 


(3) 
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férentielle  it*^*"'  de  la  fonction  dans  le  second  système  sera 
d^i^-h- d'*9u.  Donc  la  différentielle  d'^v  de  la  fonction  dans 
le  premier  système  a  pour  variation  d^iv]  on  a  donc 

Par  là  les  variations  de  toutes  les  différentielles  d'une 
fonction  sont  déterminées  par  la  variation  de  la  fonction 
elle*mème,  et  il  en  résulte  qu'on  peut  exprimer  la  varia- 
tion d'une  fonction  quelconque  de  a:,  ^,  z, . . .  et  de  leurs 
différentielles  au  moyen  des  variations  de  ces  quantités 
x^jr^  z  et  des  différentielles  de  ces  variations.  Il  suffira 
de  faire  usage  de  la  formule  (i),  dans  laquelle  u,  i^,  fv, . . . 
seront  remplacés  par  x^y^z^,..^  dx^  dy^  dz^,..^d*x^  d^jr^ 

d^z 

Ainsi,  en  représentant  par  Â,  B,  C, . . . ,  Ai,  Bi ,  Ci, • .  • , 
•^si  Bfi  Cs, ...  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  ces 
quantités  j?,. . . ,  dx^ . . . ,  cf 'a:, . . .  d'une  fonction 


on  aura 


)  -+-  JLid^Sx  -h  Barf'^7  -♦-.... 

265.  Mais  il  arrive  souvent  que  les  différentielles  sont 
toutes  prises  par  rapport  à  une  variable  particulière  qui 
entre  dans  la  question  ;  alors  les  expressions  que  l'on  a  à 
considérer  ne  renferment  que  les  dérivées  de  toutes  les 
autres  par  rapport  à  celle-là,  et  l'on  a  besoin  de  calculer 
les  variations  de  ces  dérivées.  On  pourrait  bien  les  déduire 
de  la  variation  des  différentielles,  en  exprimant  d'abord 
ces  dérivées  en  différentielles  prises  par  rapport  à  une 
variable  indépendante  quelconque^  mais  il  vaut  mieux 
traiter  la  question  directement. 

Soit^  une  fonction  de  x,  que  nous  pouvons  nous  reprc- 
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senter  {fig*  6)  comme  Tordonnée  d'une  coiirbe  dont  x 
serait  l'abscisse.  Représentons  par  Y  et  X  ce  que  devien- 

rf"Y        d'^Y 
nent  r  et  x;  la  difTérence  — ^ r--  sera  la  variation 

^  '  </X"  da* 

d^Y  d*Y 

de  -^-•i  OU  ^-r^î  et  il  s'agit  de  l'exprimer  au  moyen  des 

variations  de  x  etj  et  des  dérivées  de  ces  variations.  Il  j  a 
deux  cas  à  examiner,  suivant  que  X  est  identique  avec  x, 
ou  qu'il  en  diffère. 

1°  Supposons  que  X  ne  diffère  pas  de  x,  ou  que  Ton 
ait  dx  =^  o,  c'est-à-dire  que  nous  regardions  comme  cor- 
respondants sur  deux  courbes  infiniment  voisines  les 
points  M,  N,  qui  répondent  à  une  même  abscisse  quel- 
conque AP^  MN  sera  dj^  et,  en  différentiant  par  rapport 
à  X  les  deux  membres  de  l'équation  Y  =  y-{-  ij^  on  ob- 
tiendra 


d^Y        d^'Y        d^^r 
djc^         dx^     '     dr^  ' 

d'où  résulte 

(4) 

2^  Supposons  maintenant  que  les  points  correspondants 
M  et  N  (Jig»  7)  aient  des  abscisses  différentes  AP,  AQ^ 
on  aura 

APr^r,      MP- J,     AQ"X,      NQrrrY,      PQ       Sx,     NK  — d>, 

et,  lorsque  x  croîtra  par  degrés  égaux,  X  ne  croîtra  pas  de 
la  même  manière ,  puisque  X  =  x  H-  (îx,  et  que  Sx  esi 
une  fonction,  soit  de  x,  soit  d'une  variable  indépen- 
dante, arbitrairement  choisie.  Ainsi  différentier  par 
rapport  à  x  ou  à  X  ne  sera  pas  la  même  opération,  et 
l'équation 
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ne  conduirait  pas,  comme  dans  le  cas  précédent,  à 

/f"Y       d'*r      d"^r 

n  faut  donc  calculer  directement  la  différence ^  • 

rfX"         dx* 

Désignons*  par  u  l'ordonnée  M^P  de  la  courbe  variée, 
pour  la  même  abscisse  x  que  Yy  de  la  première  courbe, 
qui  est  MP,  et  par  &>  la  différence  M' M,  qui  serait  iy  si 
Ton  supposait  îx  =  o.  On  aura  alors  u  =  «  -f-j^;  et,  en 
observant  qu'on  peut  considérer  Nm  et  M 'M  comme  égaux, 

et  que  mK  =  ^  îx,  on  aura 

dr 

dx 

Différentiant  n  fois  l'équation 
on  obtiendra 

d^u        d^n»         d^Y 
dxf*         dx^         dx* 

Mais,  les  points  M'  et  N  appartenant  à  la  même  courbe, 
les  dérivées  n'*""  des  ordonnées  de  ces  deux  points  par 
rapport  à  leurs  abscisses  respectives  :r  et  X  ne  sont  autre 
cliose  que  des  valeurs  d'une  même  fonction  dans  laquelle 
on  met  successivement  pour  la  variable  les  deux  valeurs 
différentes  AP,  AQ,  ou  x  et  x  h-  îx;  d'où  résulte,  d'après 
les  règles  du  Calcul  diflérentiel, 

rf«Y       d'^u       d'*-^'u  ^ 


</X"         daf"         daf^^ 
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et,  d'après  réqaation  précédente, 

^•Y       </«r      </"«       fif""^*a  ^ 

_- j j ^ 

dX"        djc^        djf'        iùt^^* 

Observant  d'ailleurs  que  — — -  ne  diffère  de  -: — -  oue 

d'une  quantité  infiniment  petite,  cette'  équation  donnera, 

d*'Y        d'y  d'^Y 

pour  la  difTérence  — —  —  --4  »  ou  i  -r—  j  la  valeur  suî- 

vante  : 

(5)  S — ^  = 1 -Sx. 

^^  rfr"        dx^       dx^^'       • 

que  nous  regarderons  comme  renfermant  la  première 

dx 

Les  formules  (5)  et  (4)  coïncideront  lorsque  l'on  suppo- 
sera îx  =  o. 

S66.  Transposition   des  caractéristiques  i  et   j  .   — 

Considérons  maintenant   l'intégrale  /      U,  U  désignant 

une  expression  différentielle,  et  les  limites  Xi,  Xf  étant 
constantes  ou  variables.  On  peut  la  décomposer  en  une 
infinité  d'éléments,  dont  le  premier  correspond  i  Xg  et  le 
dernier  à  x^  diminué  de  la  dernière  différentielle  de  or. 
EUe  sera  donc  la  limite  d'une  somme  telle  que 

U,  -!-  U,  4-  U,  -+-  .  .  .  H-  U». 

Considérons  maintenant  l'intégrale  infiniment  voisine 
dans  laquelle  elle  se  change  par  la  variation  des  quan- 
tités dont  eUe  dépend,  et  soit  U'  ce  que  devient  U  en  gé- 
néral dans  ce  changement,  de  sorte  que  U' — U  =  dU. 
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Les  limites  de  cette  nouvelle  intégrale  seront  Xi  -h  ix% 
et  x^-hâx^^  et  elle  pourra  être  regardée  comme  la  li- 
mite de 

ces  nouveaux  éléments  correspondant  à  chacun  des  pre- 
miers. 

L'accroissement  de  l'intégrale  est  donc  la  limite  de 

(U',-U.)  +  (U',-UO-h...+  {lt-U.), 
ou  de 

nj,-f-rtj,4-...-hnj«; 


î'est-à-dire  /      3U. 


Ainsi,  soit  qu'on  suppose  les  limites  Xj,  Xf  constantes^ 
soit  qu'on  les  suppose  variables,  on  a 


(6) 


de  sorte  que,  pour  connaître  la  variation  d'une  intégrale 
définie,  il  suffit  de  calculer  celle  de  la  difierentielle,  et  de 
l'intégrer  entre  les  mêmes  limites. 

267.  Expression  de  la  variation  d'une  intégrale  dé- 
finie. —  Considérons  une  intégrale  de  la  forme 


la  valeur  de  Y  étant 


x 


y  désigne  une  fonction  inconnue  de  a:,  ^tjr\j^\..,^j'('*> 
sont  ses  dérivées  successives  par  rapport  à  x.  Nous  nous 
bornons  à  considérer  une  seule  fonction  jr^  parce  que,  s'il 
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y  en  avait  plusieurs  autres,  il  suiBrait  de  reproduire  pour 
chacune  ce  que  nous  allons  faire  pour  j".  Nous  examinerons 
deux  cas  distincts  :  celui  où  Xi,  Jt,  ont  des  valeurs  fixes 
données,  et  celui  où  ces  limites  peuvent  varier  d'après  cer- 
taines conditions  données. 

1**  Supposons  d'abord  Xi  et  x,  constants;  nous  pour- 
rons alors  faire  ^x  =  o  et  employer  la  formule  (4)  qui 
donne  pour  une  dérivée  quelconque  j^"^ 

Cela  posé,  si  Ton  observe  que  la  variation  de  x,  ou  dx, 
est  nulle,  et  que,  par  conséquent,  celle  de  ^x,  ou  ddjCj 
Test  aussi,  d'où  il  suit  que  J(Vrfx)  =  îVrfx,  la  for- 
mule (6)  donnera 


(7) 


Calculons  maintenant  d\  : 

Comme  nous  Tavons  déjà  remarqué,  T accroissement  de 
y  sera  donné  par  les  règles  ordinaires  du  Calcul  diffé- 
rentiel, au  moyen  des  accroissements  des  quantités  qui  ont 
varié  dans  V,  c'est-à-dire  de  j^,  j^', ...,  j^^"^.  On  aura 
donc 

r/V  ^  dV  dV  dV 

df  djr'  dy  ^/;-(")    ^      ' 

que  nous  écrirons,  pour  plus  de  commodité,  de  la  manière 
suivante  : 

(ÎV  =  U^y  -{-  N J^  '  -+-  Pdf; " -4-  Qdt>^ -h . . .  -:-  U^^c»). 
L'équation  (7)  deviendra  ainsi,  en  exprimant  ^',..., 
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iji'*)  au  moyen  de  la  formule  (4) 

Nous  avons,  sous  le  signe  ./ ,  la  fonction  indéterminée  dy 

et  ses  dérivées  par  rapport  à  x\  ces  dernières  sont  déter- 
minées par  Sy^  et  il  est  nécessaire  de  les  faire  disparaître 
de  l'intégrale  en  les  ramenant  à  ^  seul,  qui  est  entière- 
ment arbitraire.  Or  c'est  ce  que  Ton  fera  facilement  au 
moyen  de  Tintégration  par  parties. 

En  effet,  si  Ton  désigne  par  u  et  (^  deux  fonctions  de  or, 
on  établit  facilement,  par  une  suite  d'intégrations  par  par- 
ties, la  formule  suivante,  qui  est  souvent  utile  dans  l'Ana- 
lyse : 

(     C   d"v  ,  d^'-'v       du  d'^-^p       d^ud^-^v 

^  J      djc^  r/r"-'        dx  djc^-^        dx^  c/j:"-» 

^    ^  i  d*ud''-*P  d''-*u      ,     rd'u      , 

\  dx^  dx^*  ^^  du:"-'  J    dx^ 

En  faisant  usage  de  cette  formule^^  on  obtiendra  les  équa- 
tions suivantes  : 

J        nx*  dx         dx    '^       J    ^   dx^       * 

J  ^    d.i:^  dx^  dx   dx  dx^    "^        J    -^     dx* 


/' 


TT^"*^/-  ^         r^d^-'èy        dV  d"-'dx       d^lJ  d^-^Sy 
\j {ijc  —  u  — .  —  ■   ■■    — —f-  - ."— 

Cal  inf,  D.  -  -  II.  2:< 


(9) 
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et  il  faut  bien  remarquer  que  -^>  '1~»^"*  reprësentent 

les  dérivées  totales  de  N,  P, . . . ,  considérées  comme  fonc- 
tions de  X,  et  dans  lesquelles  on  regarde  y  comme  dépen- 
dant de  X.  On  aura  donc  enfin,  en  prenant  les  intégrales 
entre  Xi  et  X2t 


l      \  dX  djL^  "^    dx^-'    ) 


Sx 


\  dx  dx"-^ 


/   dx 


M       \dx  =  !        _,    (q_^       _  ^"-«UX  d'Sr 


^^d^-'$r 
dx^~' 


•.X, 


Jj,        -^  \  dx        dx*        dx'  dj*} 


S'il  y  avait  une  seconde  fonction  z  dans  V,  on  ajouterait  au 
second  membre  de  cette  équation  une  autre  expression 
qui  n'en  diflérerait  qu^  par  les  valeurs  des  fonctions  qui 
remplaceraient  N,  P, . . .  et  par  le  changement  de  y  en  2. 
Il  en  serait  de  même  pour  un  nombre  quelconque  de  fonc- 
tions. 

268.  Si  la  fonction  V  renfermait  les  valeurs  de  j^,^', . . . 
relatives  aux  limites,  la  variation  de  l'intégrale  se  compo- 
serait des  termes  que  nous  venons  de  calculer,  plus  les  sui- 
vants : 

Or  les  quantités  î^i,  ^',,...,  ^}'j,  J/j?  •  •  •  n'étant  pas 
des  fonctions   de  x^  on  peut  les  faire   passer  hors  du 
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signe  /  ,  et  les  termes  à  ajouter  se  réduiront  à 
r^*dy  r  *■  dy  C  ^*  dV 

a^  Supposons,  en  second  lieu,  que  Xi  et  Xi  soient  va- 
riables, et  que  Sx  ne  soit  pas  nul.  On  aura,  dans  ce  cas, 


). 


L'intégration  par  parties  donnant 


/v^f^xnzVaar—   AxrfV, 


l'équation  précédente  devient 

/•  X  /*  X 

Soit  maintenant 
et,  par  suite, 
il  en  résultera 

ou,  en  vertu  de  la  formule  (5),' 

(dfù  d^tà       ^  d*ia  \ 

M»-f-.N  —4-  P-^  -*-Q  -^  -<-•••)• 

On  a  donc,  pour  l'expression  de  la  variation  cher- 

24. 
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chée, 

,jf '■v^=,v,.,;;+jr-  («...«I  ^P^- +,g  ....)^. 

On  peut  remarquer  que  cette  expression  ne  difiere 
de  celle  du  cas  précédent  que  par  l'addition  du  terme 
(Vâx)']'^  car  o)  désigne  ici  ce  que  dy  désignait  dans  l'autre. 
Si  donc  on  appliquait  semblablement  l'intégration  par 
parties,  on  ferait  disparaître  tous  les  indices  de  difTéren- 

tiation  sur  a>  sous  le  signe  /  ,  et  Ion  trouverait 


(.0) 


„,         /„       dP        d'Q       \      1-^. 

1.  --       ^(q-S...)S 


U 


X. 


J^  \  ÉÈr        £i:;c»        </r»  ds' J 


S'il  se  trouvait  dans  Y  une  seconde  fonction  incon- 
nue z.dy  renfermerait  de  plus  des  termes  de  la  forme 
M'dz  -H  N'd-s'H-  Vdz"-h On  poserait 

et  l'on  ajouterait  à  l'expression  précédente  des  termes  où 
oi'  entrerait  de  la  même  manière  que  a>.  H  en  serait  de 
même,  quel  que  fut  le  nombre  de  ces  fonctions. 

Enfin,  si  V  renfermait  les  valeurs  de  x,  Y%^y  -yj  -i  ^^••• 
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relatives  aux  limites ,  on  j  ajouterait  les  termes  suivants  : 


££r-+-.,i. 


269.  Le  cas  oùxi,  a^a  sont  variables  pourrait  être  immé- 
diatement ramène  à  celui  où  ils  sont  fixes,  sans  faire  usage 
de  la  formule  (5). 

En  effet  considérons  V  comme  l'ordonnée  d'une  courbe 
MN  {fig.  8),  et  soient  AP=;  oti,  AQ  =Xj^  on  aura 


X 


\dx  =  PMNQ. 

j:. 


Soit  maintenant  MiNi  la  courbe  après  la  variation^  la 
valeur  de  l'iatëgrale  proposée  sera,  dans  le  second  système, 
l'aire  PjMiNiQi^  on  peut  donc,  en  négligeant  les  infini- 
ment petits  du  second  ordre,  regarder  la  variation  de  l'in- 
tégrale comme  égale  à 

NQQ.K  —  MPP,H  -h  M^LNI. 

Les  deux  premiers  termes  représentent 

y,  ^x,  —  V,  Bx,    ou     (V  *a?)î;. 

Le  troisième  est  l'intégrale  1  S\  dx  prise  entre  les  li- 
mites Xi-\-dxi  et  07),  ou,  en  négligeant  un  infiniment  petit 
du  second  ordre,  entre  x^  et  x,.  Donc  enfin 

I       Ydx  =  {y^x)l\-\-  ï       SVdr, 

ÎV  étant  la  variation  de  V  dans  Thypothèse  ^a:  =  o,  et, 
par  conséquent,  ayant  la  même  signification  que  dans  le 
premier  cas.  Son  expression  sera  donc  la  même^  seule- 
ment il  conviendra  de  représenter  la  variation  de  y  autre- 
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ment  que  par  ij^  qui,  dans  le  cas  actuel,  aurait  une  autre 
signification,  et  nous  désignerons  par  tù  la  variation  de  y 
dans  Thypothèse  ix  =^  o.  U  suffira  donc,  pour  obtenir 


-'•jf. 


la  variation  cherchée  de  l'intégrale  /      Vrfx,  d'ajouter 

{ydx)li  ^^  second  membre  de  Téquation  (9),  dans  lequel 
on  remplacera  iy  par  cd. 

On  retombe  ainsi  sur  la  formule  (10),  comme  cela  de- 
vait être.  On  y  ajouterait  de  même  l'expression  (f  i),  si  V 
renfermait  explicitement  les  valeurs  des  variables  aux 
limites, 

270.  Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  la  variable  in- 
dépendante ne  serait  pas  désignée,  et  où  la  fonction  sous  le 

signe  /  ne  renfermerait  pas ,  par  conséquent,  des  dérivées 

par  rapport  à  a:,  mais  des  différentielles  prises  par  rapport 
à  une  variable  arbitraire  qui  n'entre  pas  dans  la  question, 
et  n'est  nullement  désignée.  Soit  donc  proposé  de  trouver 

d  I      U,  en  supposant 

u  =  F («,  dx^  d^x, . . . ,  ^',  djr,  d*jr^ . . . }. 

Les  limites  Xt  et  x,  étant  fixes  ou  variables,  on  a  toujours, 
comme  nous  l'avons  démontré, 

et,  pour  une  variable  quelconque  u, 

Cela  posé,  désignons  par  L,  M,  N,  P, . . .  les  dérivées  par- 


INTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.       875 

tielles  de  U  par  rapportaux  quantités  x^  dx^  d*x^  rf'j:,.-.^ 
et  par  L',  M',  N',  P', . . .  ses  dérivées  partielles  par  rapport 
stjr^  dy^  d*y^  d^j^ ...  ^  on  pourra  exprimer  dU  de  la  ma- 
nière suivante  : 

^U  =r  L  ^or  -4-  M  ^rfjT  -f-  N  ^d^x  -h  P  àd^x  H- . .  . 

H  est  inutile  de  faire  remarquer  que  les  diverses  quantités  L, 
M)  •  • .  ',  U,  M^, ...  ne  sont  pas  du  même  ordre  inGnité- 
simal,  et  que  le  second  facteur  de  chaque  terme  rétablit 
riiomogénéité.  Intégrant  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion, et  faisant  sortir  du  signe  |  toutes  les  variations  des 
diflerentielles  au  moyen  de  l'intégration  par  parties,  on 

obtient  la  valeur  suivante  de  â  1      U  : 

•-  je. 


(.^^)\ 


-hM 

^r-4-N 

~^N 

^dP 

-hd^P 

-H  M' 

dy  -h  N' 

~^N' 

-rfP' 

-f-rf'P' 

d^x  -i-  P' 


d^^x-^.,.     -^1 


d^y  -\-  P' 


fl?»Jr-:  ... 


Si  Ton  avait  dans  U  d'autres  fonctions  que  x  et  j^,  on  ajou- 
terait des  expressions  semblables  à  chacune  de  celles  qui 
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se  rapportent  à  a:  ou  ^  dans  cette  formule.  On  agirait 
comme  dans  les  cas  précédents  si  U  renfermait  explicite- 
ment les  valeurs  des  variables  aux  limites. 

Détermination  des  fonctions  inconnues, 

271.  La  condition  pour  qu'une  intégrale  définie  soit 
maximum  consiste  en  ce  que,  quelque  signe  cl  quelque 
grandeur  qu'on  suppose  aux  variations  infiniment  petites 
ix^  âj^  Sz^ . . . ,  la  variation  de  cette  intégrale  soit  con- 
stamment négative  :  la  condition  du  minimum  sera,  au 
contraire,  que  cette  variation  soit  toujours  positive;  et, 
dans  les  deux  cas,  elle  doit  être  de  signe  constant.  U  faut 
donc  que  la  partie  de  cette  variation  où  n'entrent  que  le^ 
premières  puissances  des  quantités  Sx^  iy^ . . .  soit  nulle, 
et  cette  condition  sera  commune  au  maximum  et  au  mini- 
mum. On  reconnaîtra  Tun  de  l'autre  au  signe  de  Tcnsemble 
des  termes  du  second  degré,  signe  qui  devra  d'ailleurs  être 
constant. 

Nous  considérerons  le  cas  général  où  Xi,  Xf  sont  va- 
riables, et  nous  supposerons  les  dérivées  prises  par  rap- 
port à  X,  ce  qui  est  toujours  possible.  Alors  l'expression  de 

la  variation  de  l'intégrale  /      Ydx^  en  se  bornant  aux 

termes  du  premier  ordre  et  en  supposant  que  V  ne  ren- 
ferme qu'une  seule  fonction  jr^  est  donnée  par  la  for- 
mule (10).  Il  faut  donc  égaler  à  zéro  le  second  membre  de 
cette  équation,  pour  avoir  la  condition  nécessaire,  tant 
pour  le  maximum  que  pour  le  minimum  de  l'intégrale. 

Mais  la  somme  des  termes  en  dehors  du  signe  1  doit 

être  nulle,  et  l'intégrale  doit  l'être  aussi  séparément;  car, 
sans  cela,  si  l'on  fixait  arbitrairement  les  variations  indé- 
pendantes relatives  aux  limites,  il  resterait  encore  sons  le 
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signe  1  la  fonction  arbitraire  co,  et  cette  intégrale  définie 

ne  saurait  conserver  la  même  valeur,  quelle  que  fut  cette 
fonction^  le  second  membre  de  Téquation  (lo)  ne  serait 
donc  pas  constamment  nul. 

D'aUIeurs  cette  intégrale  /      ^^•^l^""57+^"^"*) 

ne  peut  pas  être  nulle,  quelle  que  soit  la  fonction  <«>,  à 

moins  que  la  quantité  qui  la  multiplie  sous  le  signe  I  ne 

soit  nulle.  En  eflet,  o)  étant  indéterminé  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  entre  Xi  et  x^  peut  être  toujours  pris  de 
même  signe  que  le  second  facteur  5  tous  les  éléments  de 
l'intégrale  seraient  donc  positifs,  et  leur  somme  ne  pour- 
rait être  nulle.  11  serait  d'ailleurs  indifférent  que  o)  fut  assu- 
jetti à  certaines  conditions  pour  les  valeurs  x^  ou  x^^  parce 
que  deux  éléments  n'ont  aucune  influence  sur  une  inté- 
grale. On  doit  donc  avoir  l'équation  suivante  : 

Cette  équation  différentielle  est  généralement  de  l'ordre 
2/1,  puisque  V  renferme  ^f"\  et  que,  par  conséquent,  U 
peut  le  renfermer.  Elle  est  nécessaire,  mais  non  sufEsante, 

I      Vdx  soii 

Elle  renferme  les  quantités  or,  j,  /',  y\ . . . ,  et  fera  con- 
naître j^  en  fonction  de  a:  et  de  272  constantes  arbitraires. 

Considérons  maintenant  les  termes  en  dehors  du  signe  / 

dans  l'équation  (10).  Si  les  variations  relatives  aux  deux 
limites  sont  indépendantes  entre  elles,  la  somme  de  ces 
termes  devra  être  nulle  pour  chaque  limite. 


soit  maximum  ou  minimum. 
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Si  la  question  établit  des  relations  entre  les  variations 
relatives  à  une  même  limite,  on  s*en  sert  pour  éliminer  un 
nombre  égal  de  ces  indéterminées,  puis  on  égale  à  zéro  les 
coefficients  de  celles  qui  restent  indépendantes;  ces  équa- 
tions ,  jointes  aux  équations  intégrales,  serviront  à  déter- 
miner les  constantes,  ainsi  que  les  valeurs  de  a:,  j^,  z  rela- 
tives aux  limites. 

272.  S'il  y  avait  plusieurs  fonctions  j,  z, . . . ,  on  suivrait 
la  même  marche.  L'intégrale  qui  entre  dans  la  variation 
devrait  encore  être  nulle,  indépendamment  des  termes  in- 
tégrés. Elle  renfermerait,  comme  nous  l'avons  vu,  plusieurs 
fonctions  co,  w', . . . ,  dont  les  valeurs  sont 

a»  =3  ^  r  —  y  ^JT,      w'  =:  ^»  —  2'  àr, .... 

Ces  fonctions  arbitraires  seraient  indépendantes,  puisque, 
dans  chacune  d'elles,  il  s'introduit  une  nouvelle  variation 
arbitraire.  Il  faudrait  donc  que  les  quantités  qui  multiplient 
chacune  d'elles  fussent  nulles  séparément,  ce  qui  donnerait 
autant  d'équations  diflcrentîelles  simultanées  qu'il  y  a  de 
fonctions  à  déterminer. 
Elles  seraient  de  la  forme 


d^        £/'P        ^»Q 


(i4) 


dx         dx^ 


dx' 


„,      dW        d'P*       d'Q' 


•  •  • 


M',  N', . . .  représentant,  par  rapport  à  z,  ce  que  M,  N, 
repré  >entent  par  rapport  à  y. 

Les  constantes  se  détermineraient  encore  par  les  condi- 
tions relatives  aux  limkes. 

273.  Si  les  fonctions  j',  z  étaient  assujetties  à  satisfaire 
à  une  équation  F(x,^*,  z)  =^  o,  les  variations  dx,  iy^  ôs 
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satisferaient  à  la  suivante  : 

,   ,  d?  ^        dY  ^        d?  ^ 

'  dx  djr  dz 

On  pourrait  en  tirer  Jz  en  fonction  de  5x,  ày^  et  le  sub- 
stituer dans  l'expression  de  la  variation  de  l'intégrale *,  on 
aurait  ainsi  une  fonction  indéterminée  de  moins  sous  le 

signe  I  ,  et,  par  suite,  une  équation  de  moins,  qui  serait 

remplacée  par  F(x,  j'",  z)  =  o. 

En  effet  la  quantité  sous  le  signe  1 ,  qui  doit  être  égalée 
à  zéro,  est  de  la  forme 

Aw  -+- A'ûj', 

et  l'équation  (a)  devient,  en  remplaçant  ày  tlàz  par  leurs 
valeurs, 

dY  dY  dY 

-—  ^j?  4-  -—  ( y  ^jT  +  û>)  4-  ---  (z'  ^x  -4-  w')  =  o. 
dx  ^y  '        dz  ^ 

Le  coefficient  de  Sx  dans  cette  équation  est  nul,  puis- 
qu^en  différentiant  l'équation  F(x,  j^,  ^)  =  o  on  trouve 

dY      dY    ,      15   ,._    . 
dx        dy  dz  ' 

il  reste  donc  seulement 

^F        ,dY 

«  -; h  w    -;-  m  O. 

dj  dz 

Tirant  delà  cd'  et  le  substituant  dans  l'expression  Aw  -;-  AW, 
qui  doit  être  égalée  à  zéro,  on  obtient 

dY\ 
dz/ 
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et  cette  quantité  devant  être  nulle,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion 0»,  on  doit  nécessairement  poser 

dF 

dz 
On  aura  ainsi  entre  j^  et  z  les  deux  équations 

et 

d'où  Ton  pourra  tirer  j^  et  z  en  fonction  de  x. 


74.  Autre  espèce  de  condition.  —  Souvent,  au  lieu 
d'assujettir  les  valeurs  de  x^  j^  z  k  satisfaire  à  une  équa- 
tion de  forme  déterminée,  on  demande  qu'une  certaine  in- 
tégrale définie  conserve  une  valeur  constante  :  on  a  alors 
ce  que  l'on  appelle  un  maximum  ou  un  minimum  relatif. 


U<fx  =  a,  et  proposons-nous  de  trouver 

le  maximum  ou  le  minimum  de  /       \dx.  Les  variations 

de  ces  deux  intégrales  devront  être  nulles  ;  et,  en  supposant 
d'abord  les  limites  fixes,  on  arrivera  aux  deux  équations 


{«) 


1  Ufùdx^TzO^         (6)      1  vvidx  :z^O\ 


et  la  seconde  devra  être  satisfaite  quand  on  y  mettra  pour 
(k>  une  fonction  quelconque  satisfaisant  à  la  première^ 
u  et  f»  sont  déterminés  par  U  et  V  au  moyen  d'une  for- 
mule démontrée  précédemment,  et  tù  désigne  encore 
ijr — y'âx.  On  voit  tout  de  suite  que  cette  condition  se- 
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rait  remplie  si  u  et  i'  ne  différaient  que  par  un  facteur  con- 
stant, et  nous  allons  démontrer  que  cela  ne  peut  être  au- 
trement. 

Posons,  avec  Cauchy, 


%/  X. 


£i6>^=:f  (x); 


cette  fonction  ç(x)  ne  sera  assujettie,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (a),  qu'à  la  condition  f  (x^)  =  o;  on  a  d'ailleurs  évi- 
demment f  (xi)  =  o,  mais  9  (x)  est  entièrement  arbitraire 
entre  x^  et  X}.  On  tire  immédiatement 

tf«=:<p'(ar),       d'où      w=:?ifl. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (6),  on  obtient 

--/(ar)Ja:rrrO. 

Pour  y  introduire,  au  lieu  de  cp'(a:),  la  fonction  <f{x)^ 
dont  les  conditions   sont   bien  connues,  intégrons   par 

parties*,  nous  trouverons,  en  désignant  parf-j    la  dé- 

ELvée  de  -» 
u 

prenant  Xi  et  x^  pour  limites  des  intégrales,  et  observant 
que  (f  (x)  devient  nul  à  ces  limites,  il  vient 

X;"{:)''W^'=-X;''W(:)'^' 


38a  LivEE  IV* 

et,  par  conséquent, 


Cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  f  (x) ,  on 
en  conclut  nécessairement  I  -  j  =:=  o,  et,  par  suite, 


V 

—  =a     ou     v  =  au. 
u 


OL  désignant  une  constante  inconnue. 

Telle  est  donc  l'équation  diilérenticUe  qui  déterminera 
la  fonction  y.  Quand  sa  valeur  sera  trouvée,  et  que  les 
constantes  introduites  par  l'intégration  auront  été  déter- 
minées par  les  conditions  des  extrémités ,  on  la  substituera 

dans  l'équation  I      U  ax  =  a,  qui  fera  connaître  la  valeur 

de  la  constante  a. 

Il  est  facile  de  voir  que  Ton  arriverait  au  même  résultat 

en  cherchant  le  maximum  absolu  de  f      (Y — aU)£fx, 

et  déterminant  la  constante  a  comme  nous  l'avons  indi- 
qué. On  retombe  ainsi  sur  la  règle  donnée  autrefois  par 
Euler. 

Supposons  actuellement  que  les  limites  X|,  x^  ne  soient 
pas  fixes ^  les  équations  (a),  (S)  seront  remplacées  par  les 
deux  suivantes  : 

^  et  X  désignant  les  termes  en  dehors  du  signe  / ,  qui 

deviennent  ij/^  et  ^i  ^  ^^  première  limite,  et  ^f  9  Xt  ^  ^^ 
seconde. 
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L'cquation  {$)  devra  être  satisfaite  quand  on  mettra 
pour  ûi)  une  fonction  quelconque,  telle  que  l'équatîon  (y) 
ait  lieu,  de  quelque  manière  que  ce  soit^  ainsi  co  n'est 

assujetti   qu'à  la   condition   que   i       utùdx   soit  égal  à 

^1 —  ^f  9  ^^  îl  f'^ut  que  Téquation  (d)  ait  lieu  pour  toutes 
les  valeurs  de  cd  qui  y  satisferont  :  c'est  là  ce  qui  doit  dé- 
terminer la  fonction  inconnue  j^. 

Posons  encore  /  mû)  dx  =  ç  (x) ,  on  aura  (f  {Xi )  =  o, 
et,  en  vertu  de  Tcquation  (y), 

et  (f(x)  ne  sera  assujetti  à  aucune  condition. 

Reportant  dans  l'équation  (î)  pour  w  sa  valeur  » 

il  vient 

Pour  introduire  au  lieu  de  <f'(x)  la  fonction  f  (x),  dont  les 
conditions  sont  connues,  intégrons  par  parties;  l'équa- 
tion précédente  deviendra,  en  ayant  égard  aux  valeurs  de 

(î(x,)et<p(x,), 

(0      X»-Z.-(;j^(>J'3-4'.)-jr   \i^)[l)  ^^  —  o; 

€ty  comme  cp  (a:)  est  tout  à  fait  arbitraire  entre  Xi  et  x% ,  il 
faut  que  cette  dernière  intégrale  soit  nulle,  ainsi  que  la 
partie  restante  du  premier  membre.  On  aura  donc  encore 


©'=» 


ou     p  =  au. 


a  désignant  une  constante.  Remplaçant  (  -  j    par  et  dans 
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la  première  partie  de  Téquation  (e),  on  aura 

Les  constantes  introduites  par  l'intégration  se  détermine- 
ront par  les  conditions  relatives  aux  limites,  et  la  con- 
stante Cf.  par  Téquation  i       U  dx  =  a. 

On  voit  encore  qu'on  arriverait  aux  mêmes  résultats 
en  cherchant   le   maximum  ou  le   minimum  absolu   de 


J  X, 


(V — aU)rfa:,  a  étant  une  constante  indéterminée. 

On  traiterait  d'une  manière  analogue  le  cas  où  Ton 
aurait  plusieurs  fonctions  inconnues,  ou  plusieurs  inté- 
grales déQnies  ayant  des  valeurs  constantes. 

275.  Considérons  maintenant  le  cas  où  l'intégrale  est 

de  la  forme  /       U,  U  ne  renfermant  que  des  diiTéren- 

tielles  prises  par  rapport  à  une  variable  arbitraire.  La 
variation  de  cette  intégrale  est  donnée  alors  par  la  for- 
mule (12),  et,  par  les  mêmes  raisons  que  dans  le  pre- 
mier cas,  il  faut  égaler  séparément  à  zéro  la  partie  qui 

est  dégagée  du  signe  /  et  celle  qui  se  compose  de  toutes 

les  intégrales,  qui  sont  en  nombre  égal  à  celui  des  va- 
riables X,  7",  z, . .  • . 

Or  les  fonctions  àx^  iy^  (îr, . . .  sont  complètement 
indépendantes  les  unes  des  autres  \  donc  chaque  intégrale 
doit  être  nulle  séparément,  ce  qui  conduit  aux  équations 
suivantes  : 

[  L  — rfM  -4-rf»N  —  rf»P  -1....  —  0, 
'  L"—  r/M"-+-  rf»N"—  rf*P"  +  . .  .  r-.  o, 
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On  aura  ainsi  autant  d'équations  que  de  variables  x^  j^ 
z,. .  .^  et,  comme  l'une  d'entre  elles  doit  rester  indéter* 
min<5e,'  il  est  évident  qu'une  de  ces  équations  doit  rentrer 
dans  les  autres.  Nous  nous  bornerons  à  cette  remarque, 
et  nous  ajouterons  qu'on  trouve  ici  un  avantage  que  ne 
présentait  pas  le  calcul  du  premier  cas  :  c'est  qu'on  pourra 
choisir  le  système  d'équations  le  plus  avantageux,  en 
laissant  de  côté  l'équation  la  moins  simple.  Quand  on 
aura  trouvé  ;^,  z,...  en  fonction  de  x,  les  constantes  arbi- 
traires introduites  par  l'intégration  se  détermineront, 
comme  dans  le  premier  cas,  au  moyen  de  l'équation  qui 
5e  rapporte  aux  limites. 

27 1>.  L'intégration  des  équations  (16)  devient  plus 
simple  lorsque  U  ne  contient  pas  x  ou  l'une  des  autres 
fonctions^  car  alors,  le  premier  terme  de  Tune  de  ces  équa- 
tions étant  nu]  et  tous  les  autres  des  diSerentiellcs  exactes, 
on  aura  immédiatement  une  intégrale  première  de  cette 
équation.  Si  plusieurs  de  ces  variables  x^  y^...  manquent 
â  la  fois  dans  U,  un  nombre  égal  des  équations  (16)  est 
intégrable. 

277.  Les  équations  (i4)  présentent  la  même  simplifi-- 
cation  quand  j^  ou  z  n'entre  pas  dans  V^  mais,  quand 
c'est  X  qui  manque,  il  faut  faire  quelques  transformations 
pour  obtenir  la  simplification  que  nous  ont  offerte  immé- 
diatement les  équations  (16). 

En  effet,  en  supposant,  pour  plus  de  simplicité,  qu'il 
n'y  ait  qu'une  seule  fonction  inconnue  j*,  la  condition  du 
maximum  ou  du  minimum  sera 

et  l'on  aura,  en  observant  que  V  ne  renferme  pas  x^ 

—  =^  M  j-'  4-  N  j '^  4-  Py  -f-  Q/»'  -H 

Cale.  in/.  A—  II.  25 
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Retranchant  de  cette  équation  la  précédeçte,  multipliée 
par^',  il  vient 

Or  il  est  facile  de  voir  que  le  second  membre  de  cette 
équation  est  une  dérivée  exacte. 

Pour  cela,  remarquons  généralement  qu'en  désignant 
par  u  et  f^  des  fonctions  quelconques  de  x,  une  expression 
de  la  forme 

est  une  différentielle  exacte  quand  n  est  pair,  et 

aj^ç  -f-  vd^u 
J 
en  est  une  lorsque  n  est  impair.  Il  en  résultera  que  tous 
les  binômes  qui  forment  le  second  membre  de  la  dernière 
équation  seront  des  dérivées  exactes,  et  que,  par  consé*- 
quent,  on  pourra  intégrer  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion^ ce  qui  conduira  à  une  équation  d*un  ordre  moins 
élevé. 

Supposons,  par  exemple,  que  V  ne  renferme  que  j",/' 
et  j^''.  La  dernière  équation  devient 


d'où,  en  intégrant, 

dx 


(^)   •  v  =  Nr'  +  Pr^~r'^+c, 


équation  du  troisième  ordre,  tandis  que  l'équation  (a) 
était  du  quatrième.  Si,  en  même  temps,  Y  était  indépen- 
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dant  de  J'y  on  aurait  M=:o;  Téquatioii  (a)  serait  intë- 
grable  et  donnerait 

ax 

En  éliminant  —  entre  cette  équation  et  la  précédente, 
on  trouverait 

V  =  P/' -H  cv -+- c, 

C  et  C  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Cette  équa- 
tion n'est  plus  que  du  second  ordre.  Ainsi,  lorsque  V  ne 
renferme  que  jr'^  y^^  on  peut  obtenir  une  intégrale  se- 
conde de  Téquation  (a)  et  ramener  le  calcul  à  l'intégration 
d'une  équation  du  deuxième  ordre. 

Si  Y  renfermait  une  seconde  fonction  z  et  ses  dérivées 
zf  et  z^'y  on  obtiendrait  de  même 

(17)     V  =  N/  -4-  P/'*  -  r'  ^  -^  N'  a'  H-  P'  x"  -  «'  ™  -+-  c. 
'  '  €lx  dx 


Cas  particulier  où  l'on  ne  considère  que  les  différentielles 

du  premier  ordre. 

S78.  Appliquons  cette  théorie  au  cas  simple  où  la  fonc- 
tion V  renfermerait  trois  variables  x^y^  z  et  les  premières 
dérivées  seulement  de  j^  et  «. 

L'intégrale  proposée  sera 

ou 

i^  S'il  n'existe  aucune  équation  générale  entre  x^y^  js, 
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on  fera  usage  des  équations  (14)9  ^^  l'oi^  ^^ur^ 

(.8)        «-S='-  «'-S^»- 

en  supposant  toujours 

|=«,   #=»,    |=M.,   1=»;. 

Ces  deux  équations  simultanées,  étant  du  second  ordre, 
donneront  jr  et  z  en  fonction  de  x  et  quatre  constantes 
arbitraires. 

Si  les  deux  limites  sont  indépendantes,  on  aura  pour 
chacune 

(19)  (V  —  Nj'-  N'  z')^x  -+-  Na[r  4-  N'^z  —  o. 

Si  pour  l'une  d'elles  il  n'existe  aucune  condition,  $x^  iy^ 
iz  étant  indépendants,  leurs  coefficients  doivent  être  nuls 
séparément,  ce  qui  donne  trois  équations  entre  les  valeurs 
de  X,  j^,  ^,  j^',  z'  relatives  à  cette  limite.  Si,  au  contraire,  à 
cette  même  limite,  x,  j^,  z  devaient  satisfaire  à  une  équa* 
tion  donnée  ^(x,  j^,  ^)  =  o,  on  aurait 

-7^  ^x  -+-  -î  d[r  4-  3^  ^2  -  -  o. 
dx  djr  dz 

Éliminant  dz  entre  cette  équation  et  (19)^  il  ne  resterait 
plus  que  les  indéterminées  ix^  ij  dont  on  égalerait  sépa- 
rément les  coefficients  à  zéro.  On  aurait  donc  encore  trois 
équations  entre  les  valeurs  de  x^y^  ^^y\  ^'  relatives  à  cette 
limite.  On  agirait  de  la  même  manière  si  l'on  avait  une  se- 
conde équation. 

Actuellement  il  est  facile  de  déterminer  les  constantes 
arbitraires  introduites  par  l'intégration  \  car  les  équations 
obtenues  entre  x^  y,^  z  et  ces  quatre  constantes  devant 
être  satisfaites  par  x,,  j^i,  r,  et  par  x%^y%^  jSj,  il  en  résul- 
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tera  deux  équations  pour  chaque  limite.  Ainsi,  pour 
chacune  d'elles,  on  aura  cinq  équations  entre  les  valeurs 
de  x^y^  z  qui  s'y  rapportent  et  les  quatre  constantes;  on 
pourra  donc  déterminer  ces  constantes  et  les  valeurs  de 
x^jr^  z  relatives  aux  limites. 

a®  Si  les  variables  or,  y^  z  sont  tenues  de  satisfaire  à 
une  équation  F  {x^  y,  jb)  =:  o,  il  faudra  faire  usage  de  la 
formule  (i5),  qui  devient,  dans  ce  cas, 


Éliminant  z  au  moyen  de  l'équation  F(:r,j^,  ^)=:o,  on 
aura  une  équation  du  second  ordre  entre  x  eX  y.  En  l'in- 
tégrant, on  connaîtra  y^  et  par  suite  z,  en  fonction  de  x 
et  de  deux  constantes  arbitraires. 

Les  valeurs  de  Xi,  ^i,  Zj,  y^^  Zf  se  détermineront, 
comme  dans  le  cas  précédent,  en  observant  qu'elles  doivent 
satisfaire  à  l'équation  F(x,  ^,  ^)=:o.  On  aura  alors 
quatre  équations  pour  chaque  limite.  Les  deux  constantes 
arbitraires  se  déduiront  de  ces  équations,  ainsi  que  les 
valeurs  de  x^y^  z  relatives  aux  limites. 
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CHAPITRE  XXV. 

APPLICATION  A  QUELQUES  PROBLÈMES  PARTICULIERS. 


S79.  Ligne  de  longueur  minimum*  —  Considénms 
d'abord  le  cas  où  l'on  ne  donne  pas  de  condition  générale 
entre  les  coordonnées  x,  y^  z  des  divers  points  de  cette 
ligne,  c'est-à-dire  où  elle  n'est  pas  assujettie  &  se  trouver 
sur  une  surface  donnée. 

L'intégrale  qui  doit  être  minimum  est 


C  't        


on  a  donc 


y=JT^Y'^-\-z'^z=z%y       M  =  0,       M'rrrO, 

'  dx 

y'  dr  ,  ^  dt 

Les  équations  (18)  deviennent 

^N  ^         r/y^  _ 

dr  '        djT 

N  et  N'  sont  donc  constants,  et,  par  suite,  j^'  et  s\ 
Soient 

y  =  c,    ^  =  C\ 

on  en  déduit 

X  —Cx-hd,     z==Cx-h  d'. 

Ainsi,  quelles  que  soient  les  conditions  relatives  aux  ex- 
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trémitës,  on  trouve,  comme  on  devait  s  y  attendre,  les 
équations  d'ime  ligne  droite. 

L'équation  (19),  qui  doit  avoir  lieu  pour  chaque  extré- 
mité, devient 

Iijo  -t-y  Sjr  -*-  s'  ^»  =  o, 
ou 
fix  Sx -r-  djr  Sf  '^-  dz  Sz  =  o. 

Or  il  7  a  trois  cas  à  examiner  pour  chaque  extrémité  : 
I®  Si  l'extrémité  (xi,^i,  Zi)  est  fixe,  on  a 

^x,  =  0,     fyi  =  0,    Szi=.o; 

ses  coordonnées  ^i,j^i,  Zi  sont  données,  et  les  constantes 
CjCy  d^  d'  devront  satisfaire  aux  deux  conditions 

y^  z=z  Car,  4-  </,     z,  =:  C'x,  -h  d'. 

a^  Si  cette  extrémité  satisfait  à  une  équation 

on  aura 

dF  .  dF  ^         dF  . 

Éliminant  9zi  entre  l'équation  (19)  et  celle-ci,  puis  éga- 
lant à  zéro  les  coefficients  de  âxi  et  ^j,  on  obtient 

dF        ,dF         ,dF        ,  dF       ^,  .      dF         ,  dF 
dz  dx        '^     dz  dy  c/j  rf.r 

OU 

^— C'—        —  —  C  — 

dz  dx        djr  dx 

équations  dans  lesquelles  x^j^  z  sont  remplacés  par  X|, 
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Ces  deux  équations  seront  jointes  i  F(xi,  /i,  ^i)  ^^  o^ 
et  aux  deux  suivantes  : 

^,  =  Car,  -{-£/,     «,  =  C'-t|  +  «/'. 

On  aura  ainsi  cinq  équations  entre  Xi,  j^i,  Zi  et  les 
quatre  constantes. 

3^  Si  Ton  donnait  deux  équations  entre  x^^jTi^  Zi,  on 
arriverait  de  même  à  cinq  équations  entre  elles  et  les  con- 
stantes. 

Ainsi,  pour  chaque  extrémité,  soit  libre,  soit  assujettie 
à  une  ou  deux  conditions,  on  trouve  toujours  deux  équa- 
tions entre  les  constantes,  ou  directement,  ou  par  Télimi- 
nation  de  Xi ,  j^t  »  ^i  •  Donc  les  quatre  constantes  pourront 
toujours  être  déterminées  par  les  conditions  relatives  aux 
deux  limites. 

280.  L'équation  (a)  renferme  une  propriété  géomé- 
trique remarquable  de  la  ligne  minimum.  En  effet,  elle 
exprime  que  la  direction  qui  fait,  avec  les  axes,  des  angles 
dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à  dx^  dj^  dz^  est  per* 
pcndiculaire  à  celle  dont  les  cosinus  sont  proportionnels 
â  ix^  ^,  iz.  D'où  il  résulte  que  la  tangente  à  la  ligne 
cherchée,  menée  par  Tune  quelconque  de  ses  extrémités, 
est  perpendiculaire  à  toutes  les  directions  suivant  lesquelles 
cette  extrémité  peut  se  mouvoir.  Elle  est  donc  normale  à 
la  courbe  ou  à  la  surface  sur  laquelle  doit  rester  cette 
extrémité,  si  elle  n'est  pas  fixe  de  position. 

281 .  Supposons  maintenant  que  la  ligne  cherchée  soit 
assujettie  à  se  trouver  sur  une  surface  donnée,  ayant  pour 
équation 

F(^,  r,  2)  =  o; 

il  faudra,  dans  ce  cas,  satisfaire  à  l'équation  (^o),  qui  se 
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réduit  à 

dz   dx        djr    dx  dz      ds        df      ds 

Celte  équation  de  second  ordre,  jointe  à  la  précédente, 
donnera  ^  et  «  en  fonction  de  x  et  de  deux  constantes  ar- 
bitraires. 

L'équation  (19)  aura  lieu  pour  chaque  limite,  et  démontre 
encore  que,  si  elles  ne  sont  pas  fixes,  la  courbe  cherchée 
est  perpendiculaire  aux  courbes  suivant  lesquelles  elles 
peuvent  se  mouvoir  sur  la  surface  donnée.  Dans  Tun  et 
l'autre  cas,  les  constantes  se  déterminent  par  les  moyens 
déjà  indiqués. 

*oa.  L  équation  —, — ~-  =  —, — r-  fait  connaître  une  pro- 
*  dz  ds^         dy  rf^'  * 

prîété  remarquable  de  la  ligne  minimum.  En   effet,  la 

droite  qui  joint  un  quelconque  de  ses  points  au  centre  de 

courbure  fait,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

proportionnels  à  -7--»  —rr^  -rrî  et  les  cosinus  relatifs  à  la 
^     ^  ds^      ds^  '  ds*  ' 

normale  à  la  surface  sont  proportionnels  ^  ^5  —  >  y 

Or  l'équation  précédente  donne 


(6) 


d\r       d^z 
ds^  _  "^ 

djr  dz 


et  il  est  facile  de  voir  que  ces  rapports  sont  aussi  égaux  à 
— —  ;  car  la  symétrie  des  données  relativement  k  x^  y^  z 

djL 
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montre  qu'en  dirigeant  autrement  le  calcul  on  aurait 
trouve  ce  dernier  rapport  égal  à  l'un  des  deux  autres. 

C'est,  au  reste,  ce  qu'on  peut  facilement  vérifier. 

En  effet,  les  équations  {b)  donnent 

d*Y        d^z        d*r  dr  d'zdz        d'x 

ds*         ds*  ds^  ds  ds^  ds         ds* 

'dJ'^dV^  dF^  dFdz   ~  "57' 

djr         ds  djr  ds  dz  ds  dx 

comme  nous  l'avions  annoncé^  la  direction  de  la  normale 
à  la  surface  se  confond  donc  avec  celle  de  la  droite  menée 
du  même  point  au  centre  de  courbure  de  la  ligne  minimum. 
En  d'autres  termes,  le  plan  osculateur  de  cette  courbe 
est  constamment  normal  à  la  surface. 

283.  Aire  de  révolution  minimum.  —  Proposons-nous 
de  trouver  la  courbe  plane  passant  par  deux  points  donnés, 
et  qui  engendre  une  aire  minimum,  en  tournant  autour 
d'un  axe  AX  situé  dans  son  plan. 


»^ 


L'intégrale  i     y  ^drM-rfp  devra  être  minimum  ^  et 

n'entrant  pas  sous  le  signe  f ,  il  est  convenable  d'appliquer 

les  équations  (i6)  ou  (17).  En  prenant  les  premières,  et  , 
observant  que  L,  N,  P, . . .  sont  nuls,  on  trouvera,  en  dé- 
signant par  c  une  constante  arbitraire, 


ydx 

M  --  c     ou     — -•-  -.  =  c; 


yjdx^  -f-  dj^ 


d'où  l'on  tire 


-<-n 


r"-c'|.^-ïr.l.    '*-=^^=' 


INTÉGRATION   DES    ÉQOATIOZrS    DIFFÉRENTIELLES.        3gS 

et,  en  intégrant, 


i=i{i±^iii^y  ^^^__^ 


X — c,       .  /  r-f- \/r'— c' \  i ^-^ 


d'où 


^       » 


équation  d'une  chaînette  dont  les  branches  infinies  s'élè- 
Tent  au-dessus  de  Taxe  des  x^  la  direction  de  la  pesanteur 
étant  supposée  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Les  constantes  c,  Ci  se  détermineront  en  exprimant  que 
l'équation  est  satisfaite  par  les  coordonnées  des  points 
donnés.  Si  Ton  considère  le  cas  le  plus  simple,  où  les  or- 
données de  ces  points  sont  égales,  la  courbe  sera  symé- 
trique par  rapport  à  la  perpendiculaire  à  Taxe,  menée  à 
égale  distance  de  ces  deux  points,  et  que  nous  prendrons 
pour  axe  des  y.  Soient  a  et  — a  leurs  abscisses  respectives 
et  b  leur  ordonnée  5  on  aura  d'abord  Cj  =  o  pour  que  l'équa- 
tion ne  change  pas  quand  on  remplace  x  par  —  x  :  puis 


b=zt{e^-:^e  Vi 


ce  qui  détermine  c. 

bu 

a         2 


Si  l'on  pose  -  =  u,  on  a  —  =  -(<?»-+-  e~"),  et  l'on  con- 


naîtra u  par  l'intersection  de  la  droite  j^  =  —  et  de  la 


a 


chaînette  j^  =  -  (e"  -;-  e~")  -,  la  valeur  de  c  s'ensuivra. 


284.  Il  n'est  pas  toujours  possible  de  satisfaire  à  Téqua- 
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tion 

a  u 

En  eflet,  le  second  membre  est  infini  pour  u  =  0  et 
u  r=  00  j  dans  rintervalle,  il  reste  fini  et  positif  :  il  a  donc 

un  minimum,  et  le  problème  serait  impossible  si  —  était 

moindre.  Cherchons  donc  la  valeur  de  —  relative  à  ce 

a 

minimum  :  il  y  aura  une  seule  solution  si  Ton  donne  -^ 

égal  à  cette  valeur;  deux  s'il  est  plus  grand,  et  aucune 
s'il  est  plus  petit. 

La  valeur  de  u  relative  à  ce  minimum  satisfait  à 

u 

Si  l'on  éliminait  u  entre  cette  équation  et  la  précédente,  on 
aurait  l'équation  qui  doit  déterminer  la  plus  petite  valeur 

que  -  puisse  avoir  pour  que  le  problème  soit  possible. 

Si  Ton  observe  qu'on  a  identiquement 

la  dernière  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 


u 
d'où  résulte 


==V/(*""r-^-)'-4. 


et  par  suite 


«=  =  4-  -• 
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Or 


a 


/  II»  u^  \       . 

•=21  a  H ,  H r +.    .  h 

\  I .2.3         I .2. . .5  / 


doù 


û  V  Ô'L  1.2.3  1.2.  ..5  *J 

Sî  Ton  néglige  -r  dans  le  second  membre,  il  devient  trop 
petit  ^  ainsi  Ton  a 

6^  I  I 

-  >  H H -z  -j- 

a  1.2.0        I . . .5 

La  réciproque  de  cette  valeur  est  donc  plus  grande  que 
-;  et,  si  on  la  substitue  dans  le  second  membre,  il  devient 

trop  grand  et  donne  une  limite  supérieure  de  -•  Il  en  ré- 
sulte une  valeur  trop  grande  pour  -9  et,  en  continuant 
ainsi,  Ton  aura  une  série  de  valeurs  alternativement  plus 
grandes  et  plus  petites  que  ->  et  qui  s*en  rapprocheront 

CL 

indéfiniment.  On  trouvera  ainsi 

Il  faut  donc  que  le  rapport  -   soit  au  moins  égal  «1 

1,19967  pour  qu'il  y  ait  une  courbe  qui  engendre  une 
aire  minimum;  et  Ton  concevra  la  possibilité  qu41  n'en 
existe  pas  si  l'on  observe  que,  lorsque  la  courbe  coupera 
Taxe,  les  ordonnées  deviendront  négatives,  et  l'intégrale 
décroîtra  indéfiniment. 
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Si  l'on  a  -  ]>  1,19967,  ou  a  deux  solutions;  mais  elles 

ne  peuvent  donner  deux  minima,  car  il  devrait  j  avoir 
un  maximum  intermédiaire,  ce  qui  exigerait  trois  solu- 
tions. Elles  ne  peuvent  non  plus  donner  deux  maxima; 
elles  donnent  donc  un  maximum  et  un  minimum.  L'inté- 
grale diminuant  jusqu'à  l'infini  négatif,  on  voit  que  le 
maximum  correspondra  à  la  chaînette  qui  aura  son  sommet 
le  plus  bas,  et  le  minimum  à  celle  dont  le  sommet  sera 
le  plus  élevé.  Cette  dernière  correspond  a  la  plus  grande 
des  deux  valeurs  de  c,  puisque  l'équation  de  la  courbe 
est 

et  qu'en  faisant  x  =:  o  on  trouve  c  pour  ordonnée  du 
sommet. 

285.  Maximum  de  l'aire  des  courbes  isopérimètres. — 
Supposons  que  les  extrémités  de  la  courbe  soient  données, 
et  aient  pour  coordonnées  Xi,  j-^  et  Xt,  jt]  l'intégrale 

qu'il  faut  rendre  maximum  est  1     j'dx^  et  l'on  doit  avoir, 

en  désignant  par  /  la  longueur  donnée  de  la  courbe, 


t-f-  /'»=/. 


On  posera,  d'après  la  règle  du  maximum  relatif, 

X  n'entrant  pas  sous  le  signe  / ,  on  appliquera  l'équa- 
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lion  (17)^  et  ron  trouvera 

«y 


^  VU-/'* 


ou 


d'où 


(j-  — c)  v/i-h/*+a  =  o; 


dx 


et  enfin 


^._(^_c)» 


[r-cY-^{x-i/y:=a\ 


cet  c'  désignant  deux  constantes  arbitraires.  La  courbe  est 
donc  un  arc  de  cercle  \  et  il  reste  à  trouver  les  constantes 
a,  c,  c^  On  exprimera  d'abord  qu'il  passe  par  les  deux 
points  extrêmes  donnés  M,  N  {fig'  9),  ce  qui  donnera 

(x,-c')>4-(7.-c)'=:«% 
(x,  ~  c^Y'\-  [y^  —  cY  =  a*; 
d'où 

«î  —  x*  —  ^cf  (x,  —  ar,)  .4- j>r}  — ^5  -_  2c  (^,  —  j^,)  —  o, 

équation  qui  exprime  que  le  centre  se  trouve  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  sur  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les 
extrémités. 

Soit  d  la  longueur  donnée  de  cette  droite, 

tf  =  2asin — y 
2a 

équation  qui  détermine  a\  c  et  c'  s'ensuivront,  et  l'on 
trouvera  deux  cercles  dont  les  centres  O,  O'  seront  symé- 
triques par  rapport  à  la  corde  donnée.  L'un  se  rapportera 
au  maximum,  l'autre  au  minimum;  car  les  deux  aires  sont 
respectivement  égales  au  trapèze  MPQN,  augmenté  ou 
dimiji^aé  de  la  même  ^antité  MRN'^  donc,  si  l'une  est 
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maximuoQi ,  Tautre  est  minimum*  On  en  conclut  encore 
que  cette  surface  MRN  est  maximum  ]  et,  si  la  question  a 
pour  objet  Taire  comprise  entre  la  corde  donnée  et  lare, 
elle  n'est  susceptible  que  d*un  maximum,  et  il  est  déter- 
mine par  Tare  de  cercle  dont  la  corde  et  la  longueur  sont 
connues. 

Si  la  grandeur  de  Tare  et  la  direction  des  axes  étaient 
telles,  que  le  segment  MRN  fut  coupé  par  les  ordonnées 
extrêmes,  cette  dernière  proposition  n'en  serait  pas  moins 
vraie  :  car,  si  l'on  suppose  la  courbe  déterminée,  on  peut 
y  tracer  d'une  infinité  de  manières  une  corde  telle  que, 
pour  un  système  d'axes  convenable,  on  rentre  dans  le  cas 
précédent.  Or,  Taire  totale  étant  maximum,  ce  segment 
le  sera  de  même  en  laissant  son  périmètre  constant  ;  donc 
il  est  terminé  par  un  arc  de  cercle  :  ce  qui  ne  saurait  être 
pour  toutes  les  cordes  qu'on  peut  ainsi  concevoir,  si  la 
courbe  entière  n*est  pas  un  arc  de  cercle.  Si  les  deux  points 
M  et  N  se  confondent,  on  a  le  cas  d'une  courbe  fermée,  et 
Ton  voit  qu'elle  doit  former  un  cercle  entier. 

286.  Maximum  de  la  surface  engendrée  par  la  ré^ohi- 
lion  de  courbes  isopérimètres.  —  Il  faut,  dans  ce  cas,  que 

'     jdx  ^i  4-^r'*  soit  maximum,  en  même  temps  que 

Jr^t  

I      dx  y  1  -i- jk"  ==  l\  on  devra  poser 

I        ^[(/V^I-f  7''+av^H-j'«)rfj:]r=o 


OU 


/       ^[{^  4-  a)  \^I  -+-  y^dx\  =z  o. 

Le  calcul  sera  le  même  que  dans  le  cas  déjà  traité,  où 
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Ton  ne  donne  pas  la  longueur  de  la  courbe.  Seulement 
^  +  oe  est  substitué  à  y.  On  trouvera  donc 


Xia  courbe  est  encore  une  chaînette.  Les  trois  constantes 
a,  c,  Ci  se  détermineront  en  exprimant  que  la  courbe  passe 
par  les  deux  points  donnés  et  que  sa  longueur  est  /. 

287.  On  démontre  en  Statique  que  la  chaînette  est,  de 
toutes  les  courbes  isopérimètres,  celle  dorit  le  centre  de 
gravité  est  le  plus  bas  possible.  En  admettant  cette  pro- 
priété, on  aurait  pu  conclure  que  la  courbe  qui  engendre 
Taire  minimum  est  une  chaînette  dont  la  convexité  est 
tournée  vers  Taxe,  et  que  celle  qui  engendre  Taire  maxi- 
mum est  celle  qu'on  obtiendrait  en  supposant  Taction  de 
la  pesanteur  dirigée  en  sens  contraire. 

288.  Solide  minimum  engendré  par  la  révfolution  de 
courbes  isopérimètres.  —  Soit  /  la  longueur  d'une  courbe 
qui  passe  par  deux  points  donnés  et  tourne  autour  d'un 
axe  situé  dans  son  plan  \  le  solide  engendré  aura  pour  ex- 
pression /  r.y*  dx.  Ainsi  i  jr^dx  devra  être  minimum, 
avec  la  condition 


£ 


*t 


dxyli-^-jr'^z^iL 


On  devra  donc  poser 


J/»  jr,  

f       *[0* 4-  «  V^i  4-^'») dx]  =  o, 

et  la  condition  du  minimum  sera,  en  appliquant  la  for- 

CaUul  inf.  Z).  —  Il .  a6 
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mule  (17), 

ou 

(7'—  <?)  V^+y  -4-  a  =  o; 
d'où  Ton  tire 


Va'-(r^~<?)' 


Cette  équation  est  celle  de  la  courbe  nommée  élastique, 
qui  représente  la  figure  d'un  ressort  en  équilibre  sous  Tac- 
tion  de  certaines  forces.  On  ne  peut  Tintégrer  que  par 
série.  Les  deux  constantes  a  et  c,  ainsi  que  celle  qu'intro- 
duirait l'intégration,  se  détermineraient  en  exprimant  que 
la  courbe  passe  par  les  deux  points  donnés,  et  que  sa'  lon- 
gueur est  /• 

289.  Brachistochrone.  —  On  nomme  ainsi  la  courbe 
que  doit  suivre  un  corps  pesant  pour  descendre  d'i^n  point 
à  un  autre  dans  le  moindre  temps  possible.  En  désignant 
par  g  la  pesanteur,  on  a 


(gy=!.g(x._*), 


en  désignant  par  x  les  ordonnées  comptées  verticalement, 
en  sens  inverse  de  la  pesanteur,  et  par  Xi  celle  du  point  le 
plus  élevé.  On  tire  de  là 


I         ds 


et,  pour  satisfaire  à  la  condition  donnée,  il  faudra  que 

/•dp  _7 

l'intégrale  /      --  soit  minimum,  ou '(jae  l'intégrale 
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négative  I      dxK/ soit   maximum  \   ce   qui 

donne  d'abord  les  équations 

\        df  1         dz 

d'où 

ds        c  r 

Cette  équation  montre  que  la  courbe  est  comprise  dans 
un  plan  vertical.  Prenons  ce  plan  pour  pUn  des  or  et^;  il 
est  connu,  puisqu'il  renferme  les  deux  points  donnés.  On 
a  alors  z  =  o,  et  il  ne  reste  que  Féquation 


-=c,    dou   4r  =  -  — 


Si  l'on  change  wTi  —  a:  en  x^  cette  équation  devient 


djr  =  dr 


y^' 


ce  qui  s'intégrera  facilement. 

Cette  courbe  est  une  cycloïde  dont  nous  allons  recon- 
naître la  position. 

6  et  C  {fig-  lo)  étant  les  deux  points  donnés,  la  trans- 
formation que  nous  avons  faite  revient  à  prendre  Torigine 
en  6,  et  l'axe  des  x  dans  la  direction  de  la  pesanteur.  Dans 
ce  système  d'axes,  une  cycloïde.  dont  la  base  serait  6Y  et 
l'origine  en  B  aurait  pour  équation  différentielle 


djr^dxi/ — ^ — , 

a  étant  le  rayon  du  cercle  générateur. 

a6. 
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La  courbe  cherchée  est  donc  une  cycloïde  dont  la  base 

est  BY,  le  diamètre  du  cercle  générateur  -9  et  dont  l'une 

des  extrémités  de  la  base  est  B. 

La  constante  c  se  déterminera  en  exprimant  que  l'équa- 
tion finie  de  la  cycloïde  est  satisfahe  par  les  coordonnées 
du  point  C* 

290.  Supposons  maintenant  que  les  deux  points  ex- 
trêmes, au  lieu  d'être  fixes,  soient  assujettis  à  se  trouver 
sur  des  courbes  données.  On  parviendrait,  comme  dans  le 

premier  cas,  à  l'équation j^  =  -y  z  -h  c'',  qui  prouve  que  la 

courbe  est  encore  située  dans  un  plan  vertical.  Ce  plan  est 
inconnu,  mais  l'équation  de  la  courbe,  rapportée  à  des 
axes  pris  dans  ce  plan,  n'en  aurait  pas  moins  la  forme  déjà 
trouvée  ;  d*où  l'on  conclut  que  cette  courbe  est  une  cycloïde 
dont  la  base  est  horizontale  et  dont  l'origine  est  au  point 
de  départ.  Tout  se  réduit  à  trouver  les  coordonnées  des 
deux  points  extrêmes  et  le  rayon  du  cercle  générateur.  Les 
deux  limites  étant  indépendantes  l'une  de  l'autre,  on  devra 
avoir,  pour  la  première,  l'équation 

(a)  Ç  *^— éte  — (V— Nr'  —  N'z')Uar,  — Ndtr.~N'd"«.-o. 
Dans  le  cas  actuel,  on  a  • 


v*! — X  ^\  ^-  /3  -4-  s'* 
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ds^ 

L'équation  (a)  deviendra  donc 

—  c*j,— c'fc,  ) 

L'intégration  par  parties  donne 

/[x  rf*  --    

-■^-^ ^ rfxv^H-/'H-z'»=— (4?,  — or)  '  ^14-/^4-*'* 

U  faut,  dans  cette  dernière  quantité,  substituer  à  x  succes- 
sivement x^  et  j?!,  et  retrancher  le  second  résultat  du 
premier.   Pour   éviter  la  "difficulté    relative  .  au    facteur 

(xt  —  x)  *,  qui  devient  infini,  nous  prendrons  d'abord 
une  limite  différente  de  x^  et  nous  opérerons  les  réduc- 
tions, puis  nous  passerons  à  la  limite  x^.  Les  trois  termes 
V —  cy* —  d  J^  relatifs  à  celte  limite  qui  tend  vers  Xj,  se- 
ront détruits  identiquement,  et  il  restera  enfin  l'équation 

(ô)  (— .V-f-cy-4-c'z'),^.r,  — c^j^,  — c'^z,  =  0. 

En  substituant  les  valeurs  de  V,  c,  c',  on  trouve 


y^.r,  —  J?  v'  I  -4-  y  ^  -h  2'* 
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etréquation  (b)  devient 

dxj  ^jr,  -h  djTi  fyi  -r-  dzt  9Zi  =  0« 

Elle  exprime  que  le  dernier  élément  de  la  courbe  cher- 
chée est  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  tangente  à 
la  première  courbe  donnée,  au  point  de  départ. 
L'équation  relative  à  la  seconde  limite  est 

(V  —  Ny  —  N'«'),^:ca+  T!ifyt-{-  N'^^a  =  O 
OU 

dx^  ix,  -+■  dy^  fyj  -h  dzi  9si  =  O, 

ce  qui  montre  que  le  dernier  élément  de  la  cycloïde  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  à  la  seconde  courbe  don- 
née, au  point  d*arriifée. 

Ces  diverses  conditions  déterminent  la  cycloïde  dont  le 
premier  élément  est  toujours  vertical,  et  la  base  hori- 
zontale. 

Si  les  deux  courbes  étaient  dans  un  même  plan  vertical, 
les  propriétés  que  nous  venons  de  démontrer  prouveraient 
que  les  tangentes  aux  courbes  données,  aux  points  de  dé- 
part et  d'arrivée,  sont  parallèles  entre  elles. 


•«•M 
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CHAPITRE  XXVI. 

CALCUL  DES  DIFFÉRENCES  FINIES. 


291  •  On  appelle  différence  d'une  variable  l'accroisse- 
ment fini  qu'elle  reçoit.  Les  différences  des  fonctions  sont 
déterminées  par  celles  des  variables  dont  elles  dépendent  : 
on  les  désigne  toutes  indistinctement  par  la  caractéris- 
tique ^. 

La  différence  entre  les  deux  valeurs  que  prend  une  fonc- 
tion quand  la  variable  dont  elle  dépend  prend  deux  valeurs 
successives  se  nomme  la  différence  première  de  cette  fonc- 
tion. Cette  différence  est,  en  général,  une  fonction  de  la 
même  variable,  et  sa  différence  première,  correspondant  à 
on  nouvel  accroissement  égal  de  cette  variable,  se  nomme 
la  différence  seconde  de  la  fonction.  La  différence  de  la 
différence  seconde  est  la  différence  troisième  de  la  fonc- 
tion; et  ainsi  de  suite.  Si  Ton  désigne  par  u  cette  fonction, 
ses  différences  successives  sont  représentées  par 

292.  Supposons  généralement  que  la  différence  Aa;  soit 
une  fonction  déterminée  y*  (x),  et  soient 

•**»    ^1»    ^j»    ^i>  •  •  •  »     *«— I»    ^«»  •  •  • 

les  valeurs  successives  qui  en  résultent  pour  la  variable  x  \ 
de  telle  sorte  que  l'on  ait 

j?!  =  j:  4-  Aj:,     ar,  =r  Xi  -h  Ax,,     x,  =  x, -t-  Axj, , . . , 

équations  qui  pourront  encore  s'écrire  de  la  manière  sui- 


4o8 

LiTEB  xy« 

Tante  : 

r,  =  j!-  -f-  Ajr, 

X,  =  jr  4-  Aar  -h  Ax,, 

X,  =  *  -f-  ÛJc  4-  Ax,  -h  Ax„ 

•    ••••••■••••••••■•••a 

Xj,_i  =  X  4-  Ax  4-  Ax,  -u .  .  .  4-  Ax«.|« 
Xjn  =:  X  4-  Ax  4-  AX|  4-  . .  .  4-  AXji   i» 

Toutes  ces  expressions  peuvent  être  considérées  comme 
dépendant  uniquement  de  la  première  valeur  arbitraire  x\ 
car  ùx  étant  une  fonction  de  x,  Xi  ou  x  4-  Ar  l'est  de 
même.  Axi  ou  f{xi)  est  donc  aussi  fonction  de  x  seule- 
ment, et  par  suite  aussi  Xf,  qui  est  égal  à  x  4-  Az:  +  AXf. 
De  même,  Axa  ou  f[x^)  sera  fonction  de  x  seulement,  et 
par  suite  aussi  Xi;  et  ainsi  des  autres  indéfiniment. 

D  est  encore  utile  d'observer  que  chacune  de  ces  valeurs 
successives  peut  se  former  de  la  précédente,  en  y  changeant 
X  en  X  4-  Ax.  En  effet,  supposons  qu'il  en  SMt  ainsi  jus- 
qu'à x«_i  inclusivement,  et  changeons  x  en  x  4-  Ax  dans 
^««1  ••  son  premier  terme  x  devient  x  4-  Axj  son  deuxième 
terme  Ax  devient  Axi  \  son  troisième  Axi  devient  Ax^ 
et  enfin  son  dernier  devient  Ax«_i  \  par  conséquent,  x.,_i 
se  trouvera  changé  en  x^.  La  proposition  est  donc  générale, 
puisqu'elle  est  vraie  pour  Xi.  Si  maintenant  on  consi- 
dère une  fonction  quelconque  u  =  9  (x),  et  que  Ton  dé- 
signe par 

.      K,      tt„      «„      «s, .  .  .  ,      tt«-i,      «m. .  • . 

ïts  valeurs  correspondant  à  x,  Xi,.-.,  x„„  chacune  de 
ces  valeurs  successives  de  u  pourra  être  considérée  comme 
fonction  de  x  seulement,  et  se  déduira  de  la  précédente 
en  y  changeant  x  en  x  4-  Ax^  car,  puisque  l'on  a  généra- 
lement 
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et  que  x„^  ne  dépend  que  de  x,  et  s'obtient  en  changeant 
X  en  j:  +  Ax  dans  x,,.!,  u^  sera  aussi  fonction  de  x  seul, 
et  se  déduira  évidemment  de  u^^i  par  ce  même  change- 
ment. 

293.  D'après  la  définition  que  nous  avons  donnée  des 
diflerences  successives,  la  deuxième  difierence  A' u  sera  Tac- 
croissement  que  prendra  An  quand  on  j  changera  x  en 
x-\-^x\  la  troisième  différence  A*u  sera  l'accroissement 
de  A'u  résultant  du  même  accroissement  Ax  que  l'on  y 
fera  subir  k  x\  tl  ainsi  de  suite. 

De  même,  Aiii  étant  l'accroissement  de  u^  relatif  à  Tac* 
croissement  Ati  donné  à  Xi,  A'ui  sera  l'accroissement  de 
Aui  quand  on  y  fera  croître  x^  de  Ati  ',  et  de  même  pour 
les  différences  suivantes.  On  voit  donc  que  les  différences 
successives  de  u^  seront  les  mêmes  fonctions  de  x^  que 
celles  de  u  le  sont  de  x;  et  il  en  sera  de  même  pour  les  dif- 
férences de  i/,^  Ut, ... ,  Um,  etc.  U  résulte  de  là  que  toutes 
les  différences  de  u^  s'obtiendraient  en  changeant  Xm.i  en 
x^  dans  les  différences  correspondantes  de  1x^-1  \  et,  comme 
on  a  vu  que  ce  changement  s'opère  en  substituant  x  +  Ax 
à  X  lorsque  l'on  considère  x^^i  comme  exprimé  en  fonc- 
tion de  x,  il  s'ensuit  que  les  différences  d'un  même  ordre 
quelconque  des  quantités 

se  déduisent  chacune  de  la  précédente,  en  y  changeant  x 
en  X  -h  Ar.  On  observera  encore  que,  pour  obtenir  ^"up^ 
c'est-à-dire  l'accroissement  de  A"~*  m^,  dans  lequel  on  change 
Xp  en  Xj,-hXp^  il  suflSt  de  prendre  l'accroissement  que 
prend  A"~'  Up  considéré  comme  fonction  de  x,  dans  lequel 
on  changera  x  en  x  -\-  Ax. 

Ces  propriétés  appartiennent  aux  différences  successives 
de  X,  comme  à  celles  de  la  fonction  quelconque  u. 
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204.  Il  est  facile  d'exprimer  la  différence  A*  u  au  moyen 
de  m  •+- 1  valeurs  u,  Ut,  «t, .  •  •  »  ««• 
En  effet,  on  a  d'abord 

Pour  obtenir  A*u,  il  faut,  dans  Texpression  de  Au,  chan- 
ger X  en  X  +  Ar,  et  en  prendre  l'accroissement  résultant. 
Cette  substitution  changeant  respectivement  Ui  et  u  en  Uf 
et  Ui,  on  trouvera 

De  même  A*u  sera  l'accroissement  de  l'expression  de  A*u, 
dans  laquelle  on  changera  x  en  x  +  Ax,  et  l'on  aura 

On  voit  jusqu'ici  que  les  indices  de  u  décroissent  d'une 
unité,  depuis  Tordre  de  la  différence  jusqu'à  zéro;  que  les 
coefficients  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  sont 
égaux  â  ceux  de  la  puissance  de  même  ordre  d'un  binôme. 
Qr  la  manière  dont  on  passe  d'une  différence  à  la  suivante 
prouve  que  cette  loi  est  générale. 

En  eflet,  si  Ton  a 

A"  Il  =  II,  —  A|  ir,.,  -h  As  «„_,  — . . . 

-+-  A^  Un— p  —  A^^i  Uft^p^i  -h  •  •  •  > 

la  différence  suivante  sera 


A»+ttt  =  tt^^,— A. 
—  I 


«n-f- A, 
A, 


"«—1  —  • .  •  —  A 


/+! 


-A, 


lin— m    "    . .  •  • 


La  loi  des  indices  de  u  est  donc  la  même  pour  cette  dif- 
férence, et  les  coefficients  se  forment  de  ceux  de  la  précé- 
dente, en  ajoutant,  en  valeur  absolue,  chacun  d'eux  à  celui 
qui  le  précède  :  donc,  si,  pour  une  différence,  ces  coeffi- 
cients sont  ceux  de  la  puissance  du  même  ordre  d'un  bi- 
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nAme,  tel  que  a  —  6,  ils  seront  soumis  à  la  même  loi  pour 
la  différence  suivante.  Donc  cette  loi  est  générale,  puis* 
qu'elle  a  été  reconnue  pour  la  seconde  différence. 
On  a  donc,  quel  que  soit  m, 


0) 


mlm  —  ï) 


•  • 


1.2 


u; 


le  dernier  terme  sera  positif  si  m  est  pair,  et  négatif  dans 
le  cas  contraire. 

295.  Réciproquement  on  peut  exprimer  i/^  au  moyen 
de  u  et  des  m  différences  Au,  A*u,...,  A''u.  En  effet, 
on  a 

iit  =  a>f-Au,     ii3=:  u  +  aAi£ +  ^'tt,  ...y 

et  comme  on  a,  en  général, 

u»  =  tf«_,  -f-  Aa„_i 

on  voit  que,  si  l'on  a 

u„^i  =  a  -t-  Ai  A«  -f-  Aj  A'tf  -f- . . , 

-i- A^A^«-{-Ap+|AP+'a-î-..  .., 


on  aura 

«ji=«-i-Ai 

Ak  -f- A, 

A^«-:-. 

.  .  -f-  Ap+t 

AP+'  u  -4- . 

> .  • 

4-1 

t-A. 

-hAp 

Donc,  si  les  coefficients  des  termes  de  u„.i  sont  ceux  du 
développement  de  (a-f- 6)""'*,  les  coefficients  des  termes 
de  u»  seront  ceux  de  (a  +  6)"  :  quant  aux  indices  des  diffé- 
rences, ils  croîtront  de  même  depuis  o  jusqu'à  n.  Or 
ces  lois  ont  lieu  pour  Us,  dont  elles  sont  générales,  et 
Ton  a 

(2)  ««=  u  +inAKH ^ A'k-H  . .  .4- A"». 

1  •  ^ 


L'analogie  entré  les  seconds  membres  des  équations  (i) 
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et  (a)  et  le  développement  de  la  puissance  m  d*un  bi- 
nôme permettent  de  les  remplacer  par  les  équations  sjrm- 
boliques  très-simples 

&Fu={u  —  i)*,     If.  =  (i -+- An)", 

dans  lesquelles  il  faut  entendre  que  les  exposants  des  puis- 
sances de  u  et  Au  sont  remplacés  par  des  indices. 

296.  Différentiation  des  fonctions.  —  La  différence 
première  d  une  fonction  u  =  F(x)  est  F(ar  -h  Ax)  — F{r}. 
Voyons  ce  que  deviennent  cette  différence  et  celle  des  ordres 
suivants,  quand  on  prend  pour  F(x)  les  fonctions  simples 
X.,,  a',  logx,  sinao:,  cosax,  et  que  Ton  suppose  Ar 
constant. 

Soit  d'abord  u  =  Ax"^  m  étant  positif,  on  aura 

La  première  différence  d'un  monôme  est  donc  d'un 
degré  moindre  d'une  unité;  et  il  en  est  de  même  d'un 
polynôme  quelconque,  puisque  la  différence  d'une  somme 
est  la  somme  des  différences. 

11  résulte  de  là  que  la  différence  m****  d'un  polynôme 
entier  du  degré  m  est  indépendante  de  x.  Soit,  par 
exemple, 


pour  la  trouver,  il  suffira,  dans  chaque  différence  succes- 
sive, de  considérer  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  :  car  les 
termes  fournis  par  les  autres  disparaîtront,  au  plus  tard,  à 
la  dernière  différentiation;  donc  ils  ne  changeront  en  rien 
le  résultat.  Il  n'est  donc  nécessaire  de  calculer  que  la  diffé- 
rence m**'"'  de  Ax*. 

Sa  première  différence  a  pour  premier  terme 
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et  nous  négligerons  tous  les  suivants  dont  le  degré  est 
moindre.  La  différence  de  ce  premier  terme,  dans  lequel 
nous  supposons  Ar  constant,  a  pour  premier  terme 

et  nous  négligerons  encore  les  suivants. 

En  continuant  ainsi,  on  arrive  évidemment  à 

ùTuz=A.m  [m  —  i)(/» —  a). .  •a.  i  Aor*. 

La  différence  m'^"**  étant. constante,  quel  que  soit  x^  les 
différences  d'ordres  plus  élevés  sont  nulles. 

297.  Si  l'on  considère  le  produit  de  n  facteurs,  croissant 
par  degrés  égaux  à  ùx^ 

«  =  (ar  -f-  Ax)  [x  -v-  2 Ajî)  . .  .[o:  -f-  (/*  —  l)  Ar], 

on  trouvera  immédiatement 

A«  =  (x-+-  Ax)  (x  -+■  2Ajp).  .  .[x  4-  (n  —  l)Aj?]/iAr, 
A'tf  =  (jr4-  2Ar).  .  .[xr^[n  —  l)A.r]/ï(/i—  i)Ax*, 

•  •••••• • •....• f 

A"«  =  (/i  —  l). .  .2.1  Ajf*. 

Toutes  les  différences  suivantes  sont  nulles. 
Si  Ton  avait 

I 

x\^x  -+-  Ar)  .  .  .  [x  -H  (/i  --  i)  AxJ 

on  trouverait 

—  /f  Ax 

Ail  =  — ; ; 7 : — -J 

X  ^x  -+-  Ax) . . .  (x  -T-  nûkx) 
/î  (  71  -4-  1  )  Ar» 

^»  fl    ^2^ L . ç _   y 

X  (x  -+-  Axj  .  . .  [x  -f-  (/H-  l)  AxJ 

—  n{n  -\-i)  (n  -1-2)  Ax* 
x(x-h  Ax) . .  .  [x -f-  («  -i-  2)Ax] 

et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 
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298.  La  formule  générale  (i)  devient,  dans  le  cas  de 

A"'tf  =  (x-+-mAx)*— m[x-l-(« — O^r]" 

ntlm  —  I)  -         ,  %  .    ,  /  \     I 

H ^^ ^[jr-4-(/n—  a)  Ax]-.  .  .zpifi(ar -4- Ax)"±Jr». 

Si  m  =  71,  le  second  membre  est  égal  â  i.a.3..  .nAx*, 
quel  que  soit  x.  Si,  dans  ce  cas,  on  fait  a:  =  o,  on  obtient, 
quel  que  soit  le  nombre  entier  7t, 

,        n(n  —  i)  /  »  « 

«"—  /ï(/i  —  i)"H > i  [n  —  ^Y  — . .  .qz 71  =  1. a. 3... il. 

Si  Ton  a  m  ^  71,  A"!/  est  nul,  et  Ton  a,  en  faisant  x  =  o, 

to"  —  m  [m  —  ir  -1 [m  —  2r-|-.  ..rr:TO  =  o. 

V  /  ^^^  /  -T- 

Ces  deux  formules  remarquables  sont  utiles  dans  la 
théorie  des  nombres. 

299.  Soit  maintenant 

on  aura 

Au  =  a^-*-^  —  if  =  it'  (a^  -^  i); 

donc 


•  •  •  •  • 


300.  Soit 

u  =  logx, 


on  aura 


Att  =  log (a:  -f-  Ax)  —  log«  =  log [  IH | 
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301.  Soit 

on  trouvera 

Au  =  sin  {ax  4-  aàx  -hb)  —  sin  (ax  •+-  b) 
=  2Sin sin  I  ax  H h  ft  j  • 

Si  II  =  cos  {ax  +  i),  on  aura 

àu  =  cos{ax  -\-  a^x  -\-  b)  —  cos(ax  -4-  b] 

.    /            a^x         \ 
sm  1  aa:  H h  ^  )  • 


•            .    atix 
=  —  2  sin 


Au  moyen  de  ces  deux  formules,  on  obtiendra 

A' sin  (a  j;  -f-  ft)  .-= —  4  sin' sin  (ax  -|-  a^x  -1-  i), 

et,  en  général, 

/       ii^x\  * 
A'"sin(aj:-+-  ft)  =ih2"'lsin j  sin(<i:i:  -hnaiLc -4-  b\ 

A*^»sin(ax-f-  b)  =±2**^'  (sin j       cosjaar-t-f/ïH--j  aAr+6U 

les  signes  supérieurs  devant  être  pris  lorsque  n  est  pair,  et 
les  signes  inférieurs  quand  n  est  impair. 
On  ferait  un  calcul  semblable  pour  cosax. 

302.  La  différence  m'*""  A"*u  peut  s'exprimer  générale* 
ment  au  moyen  des  dérivées  de  u.  On  peut  aussi  la  repré- 
senter par  une  formule  symbolique  très-simple. 

On  a  d'abord 

du  d^u  Aj^ 

A«  =  -—  A*  -f-  -7— h .  .  . . 

ax  dx^   1 . 2 

Si  l'on  change  u  en  Au,  on  aura  A*u,  et  il  est  facile  de 
voir  qu'aucun  terme  ne  renfermera  une  dérivée  d'ordre 
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inférieur  au  second.  En  continuant  ainsi,  on  reconnaît  que 
A'"u  sera  de  la  forme  suivante  : 

les  coefficients  A,  Ai,. .  •  étant  indépendants  de  la  forme 
de  la  fonction  u. 

Pour  les  déterminer,  posons  u  =  e",  l'équation  devien- 
dra, en  supprimant  le  facteur  e", 

et,  comme  Ax  est  indéterminé,  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  devront  être  égaux  dans  les  deux  membres  ;  on 
connaîtra  donc  A,  Ai, ...  • 

La  valeur  de  Ù!^u  peut  se  représenter  par  une  formule 
symbolique,  en  observant  que  le  second  membre  de  la 
dernière  équation  se  cbangerait  dans  la  valeur  de  ÙTu  si 

l'on  substituait  —  Àx  â  Ax,  et  que,  dans  les  puissances 

de  -T'y  l'exposant  du  numérateur  fût  changé  en  indice  de 
différentiation.  On  aura  donc,  dans  ce  sens. 


A«if=  \e^     —  ly  . 


On  remarquera  aussi  que,  si  A'^u  doit  être  nulle,  quels 
que  soient  x  et  Ax,  il  faut  que  les  coefficients  de  toutes 

les  puissances  de  Ax  soient  nuls  ]  ce  qui  exige  -^-^  =  o. 


•-— —  =  o,  • . . ,  quel  que  soit  x  :  donc  u  est  nécessairement 
une  fonction  entière  du  degré  m  —  i . 

303.  Lorsqu'on  sait  trouver  la  différence  de  deux  fonc- 
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lions,  il  est  facile  de  trouver  celle  de  leur  produit,  ou  de 
leur  quotient,  au  moyen  des  formules 

A  (  ttf  )  =  vàu  -f-  Il  Ap  -4-  A«  Af , 

u        vàu  —  tt  Ac 
A—  = • 

« 

Si  l'on  considérait  les  produits  de  plus  de  deux  facteurs,  la 
formule  se  compliquerait  rapidement.  Dans  le  cas  où  ils 
seraient  égaux,  on  trouverait  immédiatement 

,     V                             /i(n  —  i) 
A  (  If"  )  —  ««»-' Ail -] '  11»-^  An»  4- . . . -h  An". 


Cal.in/.D.—  n.  2^ 
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CHAPITRE  XXYIL 

CALCUL  INVERSE  DES  DIFFÉRENCES, 


304.  L'objet  qu'on  se  propose  dans  ce  calcul  est  de  re- 
monter de  la  dilTérence  d'une  fonction  à  cette  fonction 
même  \  ou,  plus  généralement,  de  déterminer  une  fonction 
quand  on  connaît  une  relation  entre  elle,  ses  différences 
d'ordre  quelconque  et  la  variable  indépendante. 

La  difl'érence  d'une  quantité  indépendante  de  la  variable 
étant  zéro,  il  s'ensuit  que,  lorsqu'on  aura  trouvé  une  fonc- 
tion d'après  une  différence  donnée,  on  pourra  lui  ajouter 
une  constante  arbitraire,  et  l'on  aura  une  solution  plus 
générale  de  la  question;  mais  ce  ne  serait  pas  la  plus  géné- 
rale, comme  dans  le  Calcul  infinitésimal  \  et,  pour  l'obtenir, 
il  faudrait  ajouter  à  la  fonction  trouvée  la  fonction  la  plus 
générale  ayant  pour  différence  zéro. 

Or,  si  l'on  donne  à  x  l'accroissement  Ax,  toute  fonction 
périodique  de  x  ayant  ùx  pour  période  prendra  un  ac- 
croissement nul,  à  partir  d'une  valeur  quelconque  de  x\ 
et,  réciproquement,  il  n'y  a  qu'une  pareille  fonction  qui 
soit  dans  ce  cas  pour  toute  valeur  de  x.  On  voit  donc  que, 
lorsqu'on  donne  l'expression  de  la  différence  d'une  fonc- 
tion de  Xy  relative  à  la  différence  ùx  de  cette  variable,  il 
suffira  de  connaître  une  fonction  particulière  qui  satisfasse 
â  la  question;  et  l'on  obtiendra  la  solution  la  plus  générale 
en  lui  ajoutant  une  fonction  périodique  arbitraire,  ayant 
pour  période  la  différence  donnée  ^x. 

On  sait  que  toute  fonction  périodique  peut  être  repré- 
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sentée  par  une  série  convergente,  dont  le  terme  de  rang 
n-hi  a  la  forme 


AnSin  — h  B.COS  — - — ) 


/  étant  la  grandeur  de  la  période.  On  voit  donc  que,  dans 
le  problème  inverse  des  différences,  la  constante  arbitraire 
sera  remplacée  par  ime  série  dont  le  premier  terme  sera 
constant,  et  le  terme  de  rang  tz  + 1 , 


A,sm  — f-B.cos  — - — . 


C'est  là  ce  que  nous  désignerons,  pour  abréger,  sous  la  dé- 
nomination de  constante  arbitraire. 

Si  cette  quantité  devait  être  constante  quel  que  fiit  Ax^ 
alors  rétendue  de  la  période  étant  nulle,  on  aurait  une 
quantité  absolument  indépendante  de  x. 

Nous  représenterons  par  Zu  la  fonction  générale  dont  la 
différence  première  est  u]  par  S'u  celle  dont  la  différence 
seconde  est  k,  et  ainsi  de  suite. 

305.  Si  Ton  considère  une  valeur  quelconque  x^  de  la 
variable  et  une  autre  valeur  x  telle  que  ar,  =  x  -i-  w  ùx^ 
n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  il  est  facile  d'expri- 
mer l'accroissement  que  prend  la  fonction  F(x)  dont  la 
différence  est  u,  lorsque  la  variable  passe  àe  x  k  x^\  car 
il  est  la  somme  des  accroissements  correspondant  aux  va- 
leurs x^  X  +  Ar, . . . ,  a:  -h  (n  —  i)  Ax,  et  sa  valeur  est, 
par  conséquent, 

a  -+-  ifi  -f-  tta  -h . . . 4-  «n-ij 
on  a  donc 

La  fonction  F  (a:),  dont  la  différence  est  u,  peut  être  con- 
sidérée comme  reniermant  une  constante  arbitraire,  ou 

27. 
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plutôt  comme  étant  elle-même  une  constante  arbitraire,  si 
Ton  particularise  la  valeur  x. 

Si  on  la  désigne  par  C,  et  qu'on  représente  par  Sii„  la 
fonction  la  plus  générale  qui  a  pour  différence  u»,  on  aura 
la  formule  suivante  : 

306.  Il  est  nécessaire  d'observer  que  la  fonction  pé- 
riodique qui  entre  dans  G  devra  être  traitée  comme  une 
quantité  indépendante  de  x  dans  les  intégrations.  En 
effet,  supposons  qu'on  cherche  la  fonction  la  plus  géné- 
rale dont  la  différence  soit  la  fonction  y,  dont  la  période 
est  Ax.  Si  Ton  considère  une  valeur  quelconque  de  x,  et 
toutes  celles  qui  en  diû<ferent  d'un  multiple  quelconque 
de  Ax,  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  cher- 
chée seront  les  mêmes  que  si  f  était  remplacée  par  une 
constante  égale  à  sa  valeur  relative  à  la  première  valeor 
de  X.  Donc,  en  traitant  ^  comme  on  traiterait  une  quantité 
indépendante  de  x,  on  aura  la  fonction  dont  la  différence 
est  f . 

On  peut  d'ailleurs  le  vérifier  bien  facilement.  En  effet, 
la  fonction  dont  la  différence  est  une  quantité  a,  indépen- 
dante de  a:,  est hC,  C  désignant  une  constante  arbi- 
traire dans  le  sens  déjà  défini. 

Or  la  différence  de  —  est  o  :  donc  —  -H  C  sera  la  fonc- 

tion  la  plus  générale  ayant  pour  différence  f  ;  et,  comme 
elle  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  changement  de  a 
en  (f ,  il  s'ensuit  que  ces  fonctions  périodiques  doivent  être 
traitées  dans  les  intégrations  comme  les  constantes  propre- 
ment dites. 
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Intégration  des  fonctions. 

307.  Nous  commenceroxis  par  faire  observer  que  tout 
facteur  constant  peut  être  placé  indifféremment  sous  le 
signe  S,  ou  en  dehors;  et  que  l'intégrale  £  d'une  somme 
est  la  so^ime  des  intégrales  des  parties  qui  la  com- 
posent. 

Cherchons  d'abord  Tintégrale  de  af^^  c'est-à-dire  la  fonc- 
tion qui  croît  de  x^  quand  on  y  donne  à  x  l'accroissement 
Ax,  et  que  nous  désignons  par  Sx";  pour  cela,  remar- 
quons que  l'on  a 

A(x-+«)  =  (m-4-i)a:«A«-h  (  ^  -^  ')  (m)  ^^,^^  4- ...  4-  Ax^"^'  ; 

'  1.2 

prenons  maintenant  l'intégrale  de  chaque  membre  et  con- 
sidérons la  constante  arbitraire  comme  renfermée  dans  les 
sommes  indiquées;  nous  obtiendrons 


(m  -h  i)m[m  —  i) 
i.a.3 

d'où 


àx^ 


V  ■a^"* -»-•••  4- Aa*-»-' V  I, 


]  ^^  (w-f-i)  Aj:         1.2    ^ 

Ta)     ' 

m(m  — i)A.r>  ^1  Aj*    ^1 

I  .2.3  ^^  /»  +  I  ^^ 

Si  l'on  donne  successivement  à  m  les  valeurs  o,  i,  2, . . . , 
on  obtient,    en  désignant   par   C  une   constanie    arbi- 
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traire, 


(3) 


2'  =  £*<=- 

^C    •        -î"^'  I     ,  A*  - 

2j:^  I  Ajt  ^ 

^  Sùjc       %  3  3o  ' 


Connaissant  Zx^,  on  pourra  déterminer  Z*a:^  en  cher- 
chant, d'après  les  formules  précédentes,  l'intégrale  de  cha- 
cune des  parties  de  Zx^,  en  ajoutant  ensuite  une  constante 
arbitraire.  On  trouvera  ainsi  X^x",  £*x^, ...,  et  k 
chaque  intégration  il  s'introduira  une  nouvelle  constante 
arbitraire. 

308.  Nous  avons  obtenu  précédemment  la  formule 

A  [x(^x  -h  Ax) ...  (a:  H-  w  Aor)] 

=  (x  H-/Lr)(j:-f-aAx).  .  .(or-h  u  Ax)  (« -f- l)  Ajt; 

donc 

2{ar  H- Ax)  (x-f-  2  Ax).  .  .(x  4-/i  Ax) 

Nous  avons  encore  trouvé 

Lx(x-i-  Ax)...(x-hiiAx)J        x(x-4-  Ax)...[x  -H  (/i-+-l)Ax]' 


ihtégràtion  des  équations  diffébezîtielles.     4^3 

donc 

I 


2 


a:(x  -i-  ùjc), .  .[j:  -f-  (h  -h  i)  Ajt] 

—  1 


•+-C. 


309.  Déterminons  maintenant  Sa'.  Nous  avons  vu  que 
l'on  avait 

on  aura  donc,  en  intégrant  les  deux  membres ,  puis  divi- 
sant par  a^ — i, 

et,  par  suite, 

2".i*  = ^ hl'-'C. 

2'**"*C  se  déterminera  par  le  moyen  des  équations  (3),  en 
cherchant  successivement  Z^G,  Z*G,. . .  • 

310.  Nous  avons  trouvé 

.    ,            ,.           .    aLx        I           a^T.       \ 
Asm(<iar-h  h]  =  2Sin coslax  h h  ^)» 


Acos 


[ax  +  fi»)  =  —  2  sm sm  I  ax  H h  b  J 


Intégrant  les  deux  membres,  et  remplaçant  x-^ par  x^ 

on  obtient 

X  sin(aa:4-  6)= cos  (aar  H-  6 I  -+-  C, 

^^       ^  '  .    a^x         \  2    / 


2sm 


^^  cos(aj?  H-  ô)  r=       sin  (  aar  -h  ^ '-  j  -f-  C. 


2  sin 

2 
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311.  Développements  de   l'intégrale  2  en  séries.  — 
Nous  avons  trouvé  précédemment  la  formule 

nfn  —  i)    . 

u„  =  u  -h  nàu  -^ i '  A'«  -4- .  .  . . 

1.2 

Si  Ton  suppose  que  la  valeur  u  corresponde  à  a:  =  o,  et 
que  Un  corresponde  k  x=n ^x  et  soit  désigné  par  u^)  on 
aura 


X  ^ , 

àx  1.2 

X    I  X  \   I  ^  \ 

A.r  \  Ax         I  \àx         I     , 
I  .2.3 

Soient 
on  aura 

X 

X  àx 

—  Pa  H 

Ax  1.2 


2^         X  ûlX  \A.r  y 

Ax  1.2 


formule  qui  donne  l'intégrale  de  v  au  moyen  des  râleurs 
de  1^  et  de  ses  diflerences  relatives  à  x  ==  o,  et  de  la  con- 
stante arbitraire  C,  qui  est  la  valeur  que  doit  avoir  £  v  pour 
x  =  o. 

Si  les  différences  deviennent  nulles ,  à  partir  d'un  cer- 
tain ordre,  la  série  est  composée  d'un  nombre  fini  de 
termes. 

Si  Fou  demandait  Tintégrale  seconde  d'une  fonction,  on 
connaîtrait  la  différence  seconde  de  l'intégrale.  Ainsi,  dans 
le  développement  de  Uj^^  on  connaîtrait  A'u,  A*u, ...,  et 
l'on  pourrait  prendre  arbitrairement  u  et  Au. 

Posant 

A'  Ug  =  <»,     If,  =  2V,     A'tt  =  f,, 
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on  aurait 


2'.=c  +  c.£  + 


àx  \ir""    y 

àX  1.2 


C  et  C  étant  deux  constantes  arbitraires.  On  détermi- 
nerait ainsi  une  somme  d'un  ordre  quelconque,  au  moyen 
de  la  fonction  donnée  y  et  de  ses  différences,  dans  lesquelles 
on  ferait  x  =  o.  Il  est  facile  de  voir  que  Ton  pourrait  partir 
de  toute  autre  valeur  particulière  de  x, 

312.  On  peut  encore  exprimer  l'intégrale  Su  au  moyen 
de  l'intégrale   1  udx  et  des  fonctions  w?  ^9  -^-7 
En  effet,  le  théorème  de  Taylor  donne 

du  d^u   Ax*        d^u     Ax^ 

olH  ^^^  "—  A-iT  •+-  — — —   .  -  ■  -f-  — ~~—      '   •   ••  -4~  •  •  •  î 
dx  d.v^    1 . 2         d.r^    1.2.3 

d'où 

2  du         A.r'  ^  d^u  A.T*     «^  d*u 


.  •  •  4 


•  •  ■ . 


Si  Ton  prend  toutes  les  sommes  nulles  pour  a:  =  Xo)  et 
qu'on  désigne  par  u^  la  valeur  de  u  correspondant  à  oto, 
on  aura 

2   du  A.r*  ^ry  d'^U  A.r*      '^ry  d^U 

d'où  Ton  tire 

2  du u  —  u^         ÙJC  ycy  d^u  ùix*     ^  d^u 

dx  ""      àx  TTa  2L  "dx^  ^  1.2.3  ^  'dx^  ' 

Si  l'on  remplace  successivement  u  par  /     udx  Qi  par  —  > 
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— —f*»  on  obtient 


2    du    I  A-r  ^  d^u  ài^     ^  d*u 

dx    ""  Ir   "     ^  TTt.  2d'dj? '^  1.2.3^^"" 

2d^u I     du         Xt  ^d*u  A.r"     ^d*u 

^"*Âi  dJ:  '^  772  2d'dx*  "  1.2.3^^"*" 

2^'tt  i    d^u        ^jc  ^d*tt  Ajt*     ^£?*a 

^  ""Âï^^'TTa-iZ?"""  1.2.3  ^^?'"' 


•  ■  • 


•  «  « 


les  termes  en  dehors  des  signes  S  devant  être  pris  entre  les 
mêmes  limites  Xo,  x. 

Reportant    dans   la    valeur    de   Su    celles    de   V  — ? 
51 T^'  •  •  •  ï  on  obtient  une  équation  de  la  forme 

tt  =  —     /       udx ? -f-AA:c-r- -f-BAj:* -r- H 

Ajt  J  a  dx  dx* 


On  déterminera  les  coefficients  A,  B, ...,  en  posant 
u  =  e*  et  j:©  =  —  oo  ,  ce  qui  donne  Tidentité 

-T-î =  (-^ i-4-AAx-hBA:r*H-...)- 

e^'  —  I        \àx       a  / 

Le  développement  du  premier  membre  fera  connaître 
immédiatement  les  coefficients  A,  B,  G. . . .  Or  il  est  facile 
de  démontrer  que  tous  ceux  qui  multiplient  les  puissances 
paires  de  Ax  sont  nuls.  Pour  cela,  nous  ferons  passer  le 

terme dans  le  premier  membre;  il  suffira  alors  de  faire 

voir  que  l'expression  résultante  jouit  de  la  propriété  de 
changer  de  signe  sans  changer  de  valeur  lorsque  l'on  j 
change  Ar  en  —  Ar  \  ou,  en  d'autres  termes ,  que  l'on  a 
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identiquement 


1  I  I  «^  I 


e^'  —  1       a  €r^  —  I       2  ""  tf^  —  I 

ce  qui  se  vérifie  immédiatement. 
On  a  donc 

B  =  o,    D  =  o,    F=:o. ... 
On  trouvera  ensuite 


• 


la  720 


et,  par  suite, 


720 

coemcients  numériques  qui  multiplient 

Aar* 


Les  coefficients  numériques  qui  multiplient  — 9  — ^-7» 

Aar* 

^  Q  /  g  g  >  •  •  •  se  nomment  les  nombres  de  BernoulU,  Les 
2. 3. 4-5. D 

valeurs  sont 


La  formule  de  B,p_i  est  assez  compliquée. 

En  faisant  usage  de  ces  nombres,  la  formule  (i)  devient 


(=») 


1.2.3.4  r^*« 
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Sommation  des  séries. 

tSl3.  Si  l'on  considère  la  suite  des  valeurs  que  prend  une 
fonction  u  de  j?,  lorsque  x  croit  par  degrés  égaux,  depuis 
une  certaine  valeur  jusqu'à  une  autre,  on  aura  une  série 
dont  la  différence  sera  la  fonction  u,  dans  laquelle  on  don- 
nera à  X  sa  dernière  valeur  augmentée  de  Ar. 

En  effet,  posons 


xz=zn^a:     et     S  ««  =  m-  ii,  -I-  «i  -4- . .  •  -t-  «, 


m 


le  premier  terme  u  correspondant  à  j:  =  o. 

Si  Ton  augmente  x  de  Ax,  n  augmente  de  i ,  et  la  série 
augmente  de  u„^i  ;  elle  est  donc  renfermée  dans  l'expression 
générale  de  Ilu^i,  et  Ton  a 

S  tt„  =r  2  W»+.,  -h  C     ou     Slf«  =  2  tf«  -h  ««  -+-  c, 

la  constante  arbitraire  devant  être  déterminée  par  la  condi- 
tion que  les  deux  membres  soient  égaux  pour  une  certaine 
valeur  de  n. 

Si  l'on  suppose  les  accroissements  de  la  variable  égaux  à 
l'unité,  ce  qu'on  peut  toujours  faire  par  un  changement  de 
variable,  on  aura 

S  tf,  =  2  «X  -4-  «,  -4-  c  =  2  «x^-i  H-  <?• 

Appliquons  cette  formule  à  la  recherche  de  la  somme  de 
quelques  suites. 

314.  Supposons  d'abord  u,  =  x^,  c'est-à-dire  cherchons 
la  somme  des  puissances  m  des  nombres  entiers ,  depuis  o 
jusqu'à  X  ]  on  trouvera,  en  faisant  usage  de  la  formule  que 
nous  avons  donnée  pour  Z:r'".  et  observant  que  la  constante 
doit  y  être  supposée  nulle, 

Sx=i-+-2-h3-f-...-t-JC=-j:»-4-  -jp=--^ i, 

2  a  1.2 
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S  jr»  =  I  4-  4  -+-  9  -h  .  .  .  -h  x=  — -  -  a:^  _|_  _  j-i  ^     jc 

jc(jr  +  l)f2J:-f- 1) 

i.a.3 

^  III  x*fjr-4-i)* 

'  4         a         4  4 

Sa:*  =  l-+-l6-+-   8i4-...  +  j:*=  «x*-h-ar<-h-x»  — —  a:, 

3  2  0  <30 

T  l  O  I 

Sjc»  =  I-+-32-f-a43-4-...-^a:*=:TJ:«4--:c*H ^* **. 

^  O  2  12  12 

315.  Noos  ayons  trouve  précédemment 

=:  ( j:  -h  Ar)(jr  4-  2Ax).  .  J[x  4-  («  —  l)  Ax] /2  Aj:. 

Donc,  en  changeant  n  en  n  +  i) 

^^  ( j:  -f-  ûx)  ( x  4-  2  Aor) . .  .  (x  4-  «  Ax) 

:::::    ^ x[x  -{-  Ax) .  .  .  (x  4-  «  A-r  )  4-  C. 

(7i4-l)A.r      ^  ^         ^  ' 

Si  Ton  considère  de  même  la  formule  déjà  trouvée 

I  —  (^  —  l)  Ax 


x(x4-Ax).  .  .[x4-(/i  —  2JAxJ        x(x4- Ax)...[x4-(«  —  l)Ax] 

on  aura,  en  intégrant, 

2 


x(x  4-  Ax). ,  .[x  4-  (/i  —  l)  Ax] 
I  I 


(/i  —  i)Ax  x(x4-  Ax).  .  .[x  4-  (/i —  2)  Ax] 

D'après  cela,  il  est  facile  de  sommer  les  suites  dont  les 
termes  généraux  sont  les  expressions  que  nous  venons  d'in- 
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tégrer,  et  l'on  obtient  les  formules  suivantes  : 

S(.r-*-i)(ar-f-2).  ..(j:4-«)  =  2(jr-h  2)(j:-f- 3). .  .(jr-h/H-i)  +  c 

= (x-hi)(jr-4-2)...fx-f-«-+-l), 

S \ =S î H-c 

(jr-4-i)(ar4-a)...(;r-f-/ij       -<^  (jr-|-a)(jr4-3}...(jc-«-/H-i) 

. I  II 

1.2.  .  .(/l  — aj(/l  — l}*         /l  —  I  (j:  +  2j(x-f-cjj. .  .(j:-|-ii; 

en  supposant  que  le  premier  terme  de  chacune  de  ces  deux 
suites  corresponde  k  x=o, 

316.  Passons  aux  fonctions  transcendantes,  et  cherchons 
d'abord  Sa*. 

Nous  avons  trouvé 

jid    û^ — I 

et  Ton  doit  avoir 
donc 

a^  —  I 

Si  le  premier  terme  de  la  suite  correspond  à  j:  =  o,  on  de- 
vra avoir 

a^  ,.  .  I 


i==-T- --4-C,     d'où     c  =  — 


a^'  —  i    ■     '        —     -  a^^i 

317.  Déterminons  encore  Ssin(aj:  -f-  ft),  Scos(ax+i). 
Ona 

Ssin(ax-f-  b)  =2sin(ax  +  a  Ax  -h  fc)  -4-c 

I  /  aAjr         \ 

cos  (  ax  H h  ^  1  +  tf| 


.    aàx 
2sin 

2 


/  a^x       A 


Scos(ûfa?+  6)  =  2cos(aar-h  a  A*  -f-  6)  -f- <? 

I  .     /  aLx       ,\ 

= sm  (  ax  H h  o\-he. 

.    tfAr        \  a  / 


asm 
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Si  les  séries  doivent  commencer  à  x==o,  on  Irouyera, 
pour  la  première, 


cos 


aàx 
asm 


et)  pour  la  seconde, 


2 


et,  par  suite, 


(_        aAj?\              /             aLx        \ 
b j  —  cos  { <2X  H h  b  ] 

s  sini  «X  +  o  j  = ^-^ \ '- 


2sm 


2 


sin 

2 


•         sin  (  ao; H ^  0)  —  sin  (  6 j 

Scos(a*-|.*)= ^^ —        '  ^  ""    ' 


.     a  àx 
2sin 

2 


.     [ ax  -^  a  ^x\  fax         \ 


sm 

2 


>•••« 
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CHAPITRE  XXVm. 

FORMULES  D'INTERPOLATION, 


318.  Lorsque  Ton  connaît  un  certain  nombre  de  valeurs 
d'une  fonction  correspondant  à  des  valeurs  données  de 
la  variable  x,  et  que  Ton  veut  déterminer  celles  qui  se 
rapportent  à  des  valeurs  intermédiaires  de  x^  l'opération 
qui  y  conduit  se  nomme  interpolation.  L'objet  qu'on  se 
propose  en  général,  dans  cette  recherche,  n'est  pas  d'avoir 
des  valeurs  exactes,  mais  d'obtenir  le  plus  simplement 
possible  des  valeui's  qui  aient  un  degré  suffisant  d'approxi- 
mation. 

Dans  le  n^  311,  nous  avons  trouvé  la  formule 


.  .  àJS  1.2 

(0 


X    I  X  \    (  ^  \ 

Ax  \  Ax         /  V  Ax  / 


I  .2.3 


ù?u 


•  •  • 


u  désigne  la  valeur  de  la  fonction,  pour  x  =  o,  et  les  va- 
leurs de  X  croissent  par  intervalles  constants  égaux  à  Ax. 
Cette  série  se  termine  à  A"u  si  la  différence  de  l'ordre  n  est 
constante. 

Or,  si  l'on  donne  les  valeurs  u,  U|,  u^,. . .,  ii„,  et,  par 
suite,  u,  Au,  A*  u, . . . ,  A'^u,  on  pourra  se  proposer  de  trou- 
ver la  fonction  u,  par  la  condition  de  reproduire  les  va- 
leurs particulières  u,  u^, . . . ,  Ua,  lorsqu'on  donnera  à  x  les 
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valeurs  o,  ^j?,...,  nûx,  et,  de  plus,  d'avoir  sa  difTérence 
j^iimm  constante,  ce  qui  simplifiera  la  formule. 

Ainsi  la  formule  (i),  arrêtée  à  A^'u,  donnera  pour  u,  une 
fonction  du  degré  n  en  or,  qui  satisfera  aux  conditions  de- 
mandées; et,  si  on  la  considère  comme  exacte,  elle  fera 
connaître  les  valeurs  de  u^  correspondant  à  une  valeur 
arbitraire  de  x  \  mais  il  est  convenable  de  ne  remployer  que 
pour  des  valeurs  comprises  entre  o  et  nùx^  à  moins  que 
Ton  ne  sache  que  les  différences  des  ordres  supérieurs  à  n 
peuvent  être  négligées  sans  erreur  sensible. 

Si  la  première  valeur  u  de  la  fonction  correspondait  à 
X  =:  x^et  non  à  a:  =  o,  la  formule  (i)  ne  subsisterait  plus, 
et  l'on  devrait  y  remplacer  x  par  x  —  Xq. 

319.  Lorsque  Ton  connaît  u,  Au,. . .,  A"u  et  que  A"u 
est  constante,  on  formera  chacune  des  diverses  valeurs  de 
A'^''^u  en  ajoutant  A"u  à  la  précédente.  On  obtiendra  de 
même  chacune  des  valeurs  de  A"~*  u  en  ajoutant  à  la  pré- 
cédente sa  différence,  et  ainsi  de  suite  jusqu'aux  diverses 
valeurs  de  u,  depuis  la  première  jusqu'à  Tinfini. 

Ce  procédé  est  employé  pour  la  formation  des  Tables, 
soit  d'après  un  certain  nombre  de  termes  connus  entre  les- 
quels on  veut  en  placer  d'autres,  soit  d'après  une  équation 
exacte,  mais  d'une  application  peu  commode. 

320.  Quelque  rapprochés  que  soient  les  termes  consécu- 
tifs d'une  Table,  on  a  souvent  besoin  d'en  considérer  d'in- 
termédiaires, et  l'on  peut,  la  plupart  du  temps,  considérer 
les  différences  secondes  comme  nulles.  Dans  ce  cas,  en  sup- 
posant la  valeur  de  x  comprise  entre  Xq  et  a:o+ Ax,  la 
formule  (i)  donnera,  en  y  remplaçant  x  par  x  —  Xo, 

JT  —  X^ 

Caie.in/.D.^  IL  28 
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Si  Ujg  ^tait  donné  et  que  x  fut  Tincoiinue,  on  tirerait  de  là 

Ug —  u 


Au 


dx. 


Si  Ton  ne  peut  négliger  que  les  difTérences  troisièmes,  on 
prendra  un  terme  de  plus  dans  la  formule  (i).  Dans  ce  cas, 
la  formule  ne  donnerait  pas  aussi  facilement  x  d'après  u^, 
parce  que  l'équation  est  du  second  degré  en  x  :  la  difficulté 
serait  encore  bien  plus  grande  si  Ton  prenait  un  plus  grand 
nombre  de  termes.  On  emploierait  alors  les  procédés  d'ap- 
proximation que  fournit  la  théorie  des  équations  numé- 
riques. 

321.  La  formule  (i)  suppose  que  les  valeurs  de  x  crois- 
sent par  degrés  égaux,  ce  qui  n'arrive  pas  toujours.  îfous 
allons  faire  connaître  une  formule  qui  donne  la  valeur  de 
la  fonction,  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  Uq,  Ui,  u^,  . . . ,  ». 
qu'elle  prend  quand  x  a  les  valeurs  arbitraires 

"^Ol      '^lï     •'^S»  •   •  •  »     ^A* 

Nous  prendrons  encore  une  fonction  entière  et  rationnelle 
de  X,  de  degré  n  :  elle  renfermera  «  -H  i  coefficients  indé» 
terminés,  et  l'on  pourra,  par  conséquent,  l'assujettir  aux 
n  4- 1  conditions  données. 
Soit  donc 

tf,  =  a  -f-  6x  -h  7X*  4- ...  4-  fi^, 

on  aura 


If,  =  a  H-  €x«-4-  7xi 4-  .  .  .  -f-  p jrj. 

D'après  la  théorie  des  équations  du  premier  degré,  les 
valeurs  de  a,  6,...,  /i  contiendront  Uo,  Ui,...,  u»  en  facteurs 
à  leurs  différents  termes,  de  sorte  que  Uj^  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 

»,  ■=  Xtf|  H-  Xi  »i  -f-  Xa  W|  4- .    .  4-  X«  u^. 
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Or  u,  se  réduit  à  Uq  poara:  =  Xe-,  on  y  satisfera  donc  si 
X  devient  alors  égal  ai  et  si  Xi,  X^, . . . ,  X„  deviennent 
nuls,  c'est-à-dire  s'ils  sont  divisibles  par  x  —  Xg.  Il  en  serait 
de  même  pour  chacune  des  autres  valeurs  de  x  ^  on  prendra 
donc  pour  X  le  produit  d'une  constante  par  tous  les  fac- 
teurs X  —  Xg,  X  —  X,, . . . ,  x  —  x„,  excepté  x  —  Xo]  pour  Xj 
le  produit  d'une  autre  constante  par  les  mêmes  facteurs, 
excepté  x  —  Xi^  et  ainsi  de  suite.  Par  là  on  voit  qu'en 
substituant  chacune  des  valeurs  de  x  il  ne  restera  que  le 
terme  où  entrera  la  valeur  correspondante  de  u,  ;  et  il  n'y 
aura  plus  qu'à  rendre  égal  à  l'unité  son  coefficient.  Soient  x^ 
une  quelconque  des  valeurs  données  de  x,  et  u^  la  valeur 
correspondante  de  «x-Xp  renfermant  les  facteurs  x — Xo, . . . , 
X — Xb,  excepté  x  —  x^,  il  est  évident  que,  si  on  le  prend 
égal  à  ce  produit  divisé  par  la  valeur  que  prend  ce  même 
produit  quand  on  y  fait  x  =  x^,  X^  se  réduira  à  i  pour 


9Â^     ■  •Âfp» 


Les  quantités  X,  X|, . . . ,  X„  seront  donc  ainsi  détermi- 
nées de  manière  que  l'équation  du  degré  n  en  x,  qui  donne 
la  valeur  de  u^?  soit  satisfaite  par  les  ti  +  i  couples  de 
valeurs  données  ;  et  aucune  autre  expression  du  même  de- 
gré ne  pourrait  devenir  égale  aux  mêmes  valeurs  u^^ . . . ,  u^ 
pour  les  mêmes  valeurs  de  x,  sans  coïncider  avec  elle. 

La>  formule  cherchée  sera  donc 

"'  =  "•  ? b — 1 ■ 

I    \  1  ,         (x  — x«)(x  — jr,)...(jr  — ;r„) 

(2)  <  -T-«i7 r-f r -. .+... 

U  —  j:.).  .  .(x  — -x^,) 
(xa —  Xi)  .  .  .  (.r« —  x»«,  ) 

Lagrange  a  donné  une  autre  formule  d'interpoaltion, 
procédant  suivant  les  sinus  des  multiples  d'un  certain  arc, 

28, 
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et  qui  Ta  conduit  à  une  formule  renfermée  dans  celle  du 
n«208. 


Approximation  des  quadratures,  des  cubatures 

et  des  rectifications. 

322.  Toutes  ces  questions  se  ramènent,  comme  nous 
l'avons  vu,  à  une  ou  plusieurs  intégrations  par  rapport  à 
une  seule  variable,  entre  des  limites  déterminées.  Il  suffit 

donc  de  considérer  l'intégrale  /      f{^)  dx. 

On  peut,  pour  en  déterminer  la  valeur,  prendre  la  for- 
mule (i)  du  n°  312,  qui  donne,  en  remplaçant  Ax  par  o 
et  supposant  u  =r:f(x)y 

jr'/(-K-=*(2«+^)--^[/'(*)-/'('.^i 

Si  l'on  suppose  d  assez  petit  pour  qu'on  puisse  négliger  J^ 
on  aura  simplement 

/       f{x)dx  =r  r  îîî  -f-  tf,  -1-  B,  -h  .  .  .  ^-  -  W. 

Si  l'on  regarde  f(x)  comme  l'ordonnée  d'une  courbe, 
cette  dernière  expression  est  celle  de  la  somme  des  trapèzes 
compris  entre  les  ordonnées  successives,  les  cordes  de  la 
courbe  et  l'axe  des  x. 

323.  On  peut  encore  employer  la  formule  d'interpola- 
tion i(  I  )  du  n^  31 8  pour  représenter  l'ordonnée  de  la  courbe^ 
puis  l'intégrer  entre  les  limites  données;  ce  qui  n'oflrira 
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aucune  difficulté,  puisque  cette  expression  est  entière  et 
rationnelle. 

L'emploi  de  cette  formule  revient  à  remplacer  la  courbe 
dont  il  s'agit  par  la  parabole  de  degré  n  —  i,  qui  a  n  points 
communs  avec  elle. 

Quelquefois,  au  lieu  de  prendre  cette  dernière  courbe, 
on  considère  une  suite  de  paraboles  du  second  degré  pas- 
sant chacune  par  trois  des  points  donnés,  et  Ton  remplace 
les  parties  correspondantes  de  Taire  cherchée  par  les  aires 
de  ces  diverses  paraboles,  comprises  entre  les  deux  or- 
données extrêmes  qui  s'y  rapportent.  Il  faut,  pour  cela, 
que  l'intervalle  b  —  a  soit  partagé  en  un  nombre  pair  de 
parties^  et  chaque  parabole  donnera  l'aire  ayant  pour  base 
deux  de  ces  parties  consécutives. 

L'équation  de  la  parabole  du  second  degré,  passant  par 
les  points  dont  les  abscisses  sont  o,  Ax,  aAx,  et  les  or- 
données /o)  /lî  J^îî  est 


r=r.+  £Ar.4-- 


2   AJ7  \^X  J 


son  aire  entre  les  ordonnées  ^o  5^*  est  • 

on 

On  aura  de  même  l'aire  comprise  entre  j^j  et  j**,  entre  j^4 
et  ye,  et  enfin  entre  j'i„.t  et  j^t„-,  et  il  faudra  faire  la 
somme  des  expressions  suivantes,  dans  lesquelles  y^^ 
Ti^'^'-iji  désignent  les  valeurs  de  f(x)  relatives  aux 
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valeurs  a,  a+  ùx^ . . . ,  et  6  ou  a  +  nùx  ; 

yfr»    -+-4^1    -^rO 
-r(^»    -^4r»    -^-^4) 


L*aire  cherchée,  ou  Pintëgrale  r   y*(jr)  ^x,  aura  ainsi  pour 

•/a 

valeur  approchée 

/     /(xJÉte  1=  -^  (  j,  H-  ^'^)  -h  -f.  {y^  H-  jr,. 4- ...  -I-  j^,) 

4  Ax  ,  . 
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CHAPITRE  XXIL 

COURBURE  DES  SURFACES. 


324.  Une  surface  ne  pouvant  avoir,  en  gënëral,  un  con- 
tact du  second  ordre  avec  une  sphère,  on  ne  peut  rapporter 
la  courbure  des  surfaces  à  celle  de  la  sphère,  comme  on  a 
rapporté  la  courbure  des  lignes  à  celle  du  cercle.  Pour  se 
faire  une  idée  de  la  courbure  d'une  surface  en  Un  de  ses 
points,  l'un  des  moyens  qu'on  emploie  consiste  à  faire  des 
sections  dans  cette  surface  par  des  plans  passant  par  le 
point  que  Ton  considère,  et  à  déterminer  la  courbure  des 
lignes  ainsi  obtenues.  Les  sections  qu'il  parait  le  plus  na- 
turel d'examiner  sont  celles  qui  sont  faites  par  des  plans 
normaux  à  la  surface  :  c'est  par  elles  que  nous  commence- 
rons 5  nous  verrons  ensuite  comment  leur  courbure  déter- 
mine immédiatement  celle  des  autres. 

Soit  z  =  F  {jc^j)  l'équation  de  la  surface;  nous  suppo- 
serons, pour  plus  de  simplicité,  que  l'on  ait  choisi  le  plan 
tangent  au  point  que  l'on  considère,  pour  plan  des  x  et 
y,  et  la  normale  pour  axe  des  z  ;  les  propriétés  indépen- 
dantes des  axes,  que  nous  découvrirons  ainsi,  auront  le 
même  degré  de  généralité  que  si  le  système  d'axes  avait  été 
tout  autre. 

Un  cercle  situé  dans  un  plan  passant  par  l'axe  des  z  et 
tangent,  à  l'origine  des  coordonnées,  à  la  section  faite  par 
ce  plan  dans  la  surface,  aura  pour  équations 

d'où 

x'(i-f.m')-f-2*—  2R;  =  o« 
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Pour  qu'il  j  ait  un  contact  du  second  ordre  ayec  la  sec- 
tion,  il  faut  que  -yj  ^^^  ^^  même  valeur  dan&  Tune  et  l'autre 

courbe.  Or  la  dernière  équation   différentiëe   deux  fois 
donne 

A  l'origine,  on  a 


dz 
.  =  0,     -=o; 


d'où  résulte 


_  d*z  ^        1 4-  m* 

H-m'-^R— -=0,     R=:-__, 
ax*  d^z 

d*z 

—  n'étant  pas  une  dérivée  partielle.  Pour  en  obtenir  la 

valeur,  il  faut  remplacer  y^  par  mx  dans  l'équation  de  la 
surface,  puis  différentier  deux  fois  par  rapport  à  x,  et  faire 
XyjTj  z  nuls  :  on  trouve  ainsi,  pour  valeur  de  la  dérivée 

,    d^z 
totale  -r-t» 

cLx* 

r-+-  25/W  -f-  //»% 

r,  5,  t  désignant  respectivement  les  dérivées  partielles 

d^z         d^z         d^z 
dx*        dxdjr        djr* 

Le  rayon  de  courbure  R  de  la  section  normale  aura  donc 
pour  expression 

1-4-  m} 


(1)  R  = 


r  4-  ism  -t-  tm^ 


Il  restera  toujours  fini  et  de  même  signe  si  l'on  a  s* —  ri  <^  o  ; 
la  courbure  sera  donc  toujours  dans  le  même  sens.  H  de-  , 
viendra  infini  et  changera  de  signe  si  j* — r£^o;  la  cour- 
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bure  changera  alors  de  sens.  Si  s* —  rt  =  o,  il  devient  in- 
fini sans  changer  de  signe. 

325.  Si  l'on  cherche  le  maximum  et  le  minimum  de 
cette  expression  relativement  à  la  variable  m,  on  con- 
naîtra le  plus  grand  et  le  plus  petit  rayon  de  courbure  des 
sections  normales.  L'équation  qui  détermine  ces  valeurs 
particulières  est 

(2)  sm^-h  [r—  t)m  —  sz=z  o. 

Les  deux  racines  de  cette  équation  sont  réelles  et  de 
signes  contraires  \  substituées  dans  la  seconde  dérivée  de  R, 
elles  donnent  des  résultats  de  signes  difTérents,  et,  pai 
conséquent,  correspondent,  l'une  à  un  maximum,  l'autre 
à  un  minimum  algébrique. 

Le  produit  de  ces  deux  racines  étant  —  i ,  les  deux  plans 
qui  renferment  les  sections  de  plus  petite  et  de  plus  grande 
courbure,  et  que  nous  nommerons  sections  principales, 
sont  rectangulaires  entre  eux. 

326.  Si  l'on  prend  ces  deux  plans  pour  plans  des  a:,  z  et 
des  j^  z^  l'expression  générale  de  R  se  trouve  simplifiée  ; 
car  les  deux  racines  de  l'équation  (2)  devant  être  alors  o 
et  00  ,  on  devra  avoir  5  =  0,  et,  par  suite, 

i  -h  m' 


R  = 


r-f-  tm} 


Dans  le  cas  actuel,  deux  valeurs  de  R  suffiraient  pour 
déterminer  r  et  f  ^  ainsi,  quand  on  connaît  la  direction  des 
sections  principales,  les  courbures  de  deux  sections  nor- 
males quelconques,  de  position  connue,  déterminent  toutes 
les  autres. 

Si  l'on  désigne  par  p,  p'  les  rayons  maximum  et  mi- 
nimum, on  aura 


44^  livub  IV. 

On  peut  donc  exprimer  R  en  fonctioa  de  p,  p'y  m,  et  l'on 
obtient  ainsi 


R        I  4-  m»  \p        p'  y 


OU,  en  posant  m  =  tanga, 

-  =  -  ces' a  -f-  "7  sin'a. 
K       p  p 

Si  Ton  désigne  par  v  la  courbure  d'une  section  quel- 
conque, et  par  v^,  i^  celles  des  sections  principales,  elles 

seront  respectivement  égales  à  —  ?  ->  -;»  comme  nous  l'a- 

R    p    p 

vous  vu  dans  le  Calcul  dififërentiel,  et  l'équation  précédente 

devient 

(3)  •'=r(/cos'a -f-<^sin*a; 

d'où  Ton  voit  que  les  deux  courbures  principales  détermi* 
nent  celles  de  toutes  les  sections  normales. 

On  déduit  de  cette  équation  plusieurs  conséquences  im- 
portantes : 

i^  Si  Ton  mène  par  la  normale  deux  plans  également 
inclinés  sur  le  plan  d'une  des  sections  principales,  la  cour- 
bure des  deux  sections  sera  la  même. 

a^  Si  l'on  mène  deux  plans  également  inclinés  sur  les 
plans  respectifs  des  deux  sections  principales,  de  quelque 
côté  que  ce  soit,  la  somme  des  courbures  de  ces  sections 
sera  constante  et  égale  à  la  somme  des  courbures  des  sec- 
tions principales. 

Car,  en  les  désignant  par  f^  et  t^i,  on  aura 

p  =  v'  ces' a  +  v^  sin'a,     p,  =  v*  sin'a  -h  v"  cos*a, 
d'où 

f  -{-  f ,  =  |/  -h  v" . 

Si  les  deux  angles  a  sont  pris  dans  le  même  sens,  les 
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plans  sont  rectangulaires  :  d'où  Ton  voit  que  la  somme  des 
courbures  de  deux  sections  normales  rectangulaires  entre 
elles  est  constante. 


fr  t/-4-  *'*' 


3®  Sî  l'on  fait  a  =  7»  on  sl  ^= •  Donc  la  cour- 

4  2 

bure  de  chacune  des  sections  dont  les  plans  partagent  en 
deux  parties  égales  les  angles  des  plans  des  sections  prin* 
cipales  est  égale  à  la  moyenne  entre  les  deux  courbures 
principales,  et  la  sphère  qui  passe  par  les  cercles  oscula- 
teurs  de  ces  sections  donne  la  même  somme  que  la  sur- 
face, pour  les  courbures  de  deux  sections  normales  rec- 
tangulaires. On  voit  encore  que  deux  plans  également 
inclinés  sur  un  de  ces  plans  moyens  donnent  des  sections 
dont  la  somme  des  courbures  est  v'-h  x^"^  puisque  ces 
plans  font  des  angles  égaux  avec  ceux  des  sections  princi- 
pales. 

327.  Indicatrice,  —  Sî,  à  partir  d'un  point  quelconque 
d'une  surface,  on  prend  sur  la  normale  une  longueur  in- 
finiment petite,  et  que  par  son  extrémité  on  mène  un  plan 
perpendiculaire  à  la  normale,  il  coupe  la  surface  suivant 
une  courbe  infiniment  petite,  que  M.  Ch.  Dupin  a  consi- 
dérée le  premier,  et*  qu'il  a  nommée  indicatrice.  Toutes 
les  propriétés  que  nous  venons  de  démontrer  s'en  déduisent 
très-simplement,  ainsi  que  beaucoup  d'autres,  qu'il  con- 
vient d'étudier  dans  les  ouvrages  de  l'auteur.  Il  est  facile 
de  reconnaître  d'abord  que  cette  courbe  est  du  second  de- 
gré, si  l'on  néglige  les  quantités  infiniment  petites  par  rap- 
port à  ses  dimensions^  ce  qui  signifie  que,  lorsque  cette 
courbe  tend  à  se  réduire  à  un  point,  à  mesure  que  son 
plan  se  rapproche  du  plan  tangent,  une  courbe  finie  qui 
lui  serait  semblable  aurait  pour  limite  une  section  co- 
nique. 

En  effet,  si  l'on  prend  la  normale  pour  axe  des  ^,  l'é- 
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quation  de  la  surface,  rapportée  à  des  axes  rectangulaires, 
sera  généralement 

et  Ton  sait  qu'on  peut  trouver  dans  le  plan  des  x,  y  deux 
axes  rectangulaires  particuliers  tels,  que  le  rectangle  jcy 
ne  se  trouve  pas  dans  le  second  membre.  En  les  choisissant, 
Téquation  de  la  surface  sera  de  la  forme 

On  sait  encore  que,  si  les  coefficients  r,  t  sont  inégaux,  il 
n'y  a  qu'un  seul  système  d'axes  rectangulaires  qui  jouisse 
de  la  propriété  de  faire  disparaître  le  rectangle  xy  ]  et  que, 
s'ils  sont  égaux,  il  y  en  a  une  infinité. 

Si  maintenant  on  fait  z  =  a,  a  étant  infiniment  petit, 
et  qu'on  se  borne  aux  termes  du  second  degré  en  x  etjr. 
on  aura  pour  équation  de  la  section,  qui  est  l'indicatrice, 

équation  qui  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  dont 
le  centre  est  sur  la  normale. 

Soient  A  {fig-  ii)  le  point  de  la  surface,  AN  la  nor- 
male, AO  =  a,  et  BC  l'intersection  du  plan  de  l'indica- 
trice par  un  plan  normal  quelconque.  Le  centre  de  cour- 
bure de  cette  section  est  la  limite  de  la  rencontre  de  AN 
avec  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  la  corde 
AG  ^  et,  si  l'on  appelle  R  le  rayon  du  cercle  osculateur,  on 

OC 
aura  R=:  —prr^  ot^)  désignant  par  aX  le  diamètre  BC  de 

l'indicatrice  que  nous  supposerons  elliptique,  R  =  — • 

On  conclut  de  là  que  les  sections  dont  les  plans  passe- 
ront par  les  axes  de  l'indicatrice  auront  la  courbure  maxi- 
mum ou  minimum.  Toutes  les  autres  conséquences  s'en 
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déduiront  facilement,  et  l'expression  de  R  en  fonction  de 
/',  5,  t  s'obtiendra  comme  précédemment  pour  un  plan 
quelconque  ayant  pour  équation^  =  mx-^  car  on  aura 

V=  — ^^ -->     et,  par  smte,     R 


Si  rindicatrice  est  une  hyperbole,  le  rayon  de  courbure 
deyiendrait  infini  lorsque  le  plan  de  la  section  passerait  par 
une  de  ses  asymptotes,  puis  aurait  une  expression  négative 
si  l'on  ne  changeait  pas  de  signe  a.  Il  faudra  donc,  pour 
TaToir  positif,  mener  le.  plan  de  l'indicatrice  de  l'autre 
côté  du  plan  tangent  ^  ce  qui  montre  que  la  courbure  des 
sections  a  changé  de  sens.  Les  deux  indicatrices  que  l'on 
obtient  ainsi  sont  deux  hyperboles  conjuguées,  et  leurs 
axes  réels  correspondent  aux  sections  de  plus  grande  cour- 
bure, parmi  toutes  celles  qui  sont  situées  du  même  côté  du 
plan  tangent. 

Si  l'on  avait  conservé  le  signe  de  l'expression  de  la 
courbure,  on  aurait,  comme  nous  l'avions  dit  en  général, 
un  maximum  et  un  minimum  pour  les  courbures  princi- 
pales. 

L'indicatrice  pourra  encore  être  du  genre  de  la  parabole, 
qui  comprend  le  cas  de  deux  droites  parallèles  :  c'est  ce 
dernier  cas  qui  arrivera  si  l'on  a 

r  =  o     ou     f  =  o. 

Cela  ne  signifiera  pas  que  la  section  de  la  surface  par  le 
plan  parallèle  au  plan  tangent  n'est  pas  une  parabole  \  car 
une  parabole  dont  le  paramètre  est  infiniment  petit,  étant 
considérée  à  une  distance  finie  de  son  sommet,  se  confond 
sensiblement  avec  deux  droites  parallèles .  Ainsi ,  lors 
même  que  la  section  serait  une  parabole,  l'indicatrice  se 
présenterait  comme  l'ensemble  de  deux  droites  parallèles, 
excepté  dans  le  cas  où  le  sommet  de  cette  parabole  serait 
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à  une  distance  infiniment  petite  du  point  que  Ton  considère 
sur  la  surface  :  ce  cas  ne  peut  être  qu'exceptionnel,  puis- 
qu'il n'a  pas  lieu  dans  Thypothëse  la  plus  ordinaire,  oà 
réquation  de  la  surface  peut  être  développée,  comme  nous 
Tavons  supposé. 

Lorsque  l'indicatrice  est  du  genre  de  la  parabole,  il  n*j 
a  qu'une  seule  direction  pour  laquelle  la  courbure  soit 
nulle,  ou  le  rayon  de  courbure  infini  :  c'est  celle  de  l'axe 
de  la  parabole. 

Cette  direction  est  celle  de  la  courbure  minimum  ;  la 
courbure  maximum  est  dans  la  direction  perpendicu- 
laire. 

328.  La  courbure  des  sections  obliques  se  ramène  à 

celle  des  sections  normales.  En  effet,  soit  HK  {Jiff-  12) 

l'intersection  du  plan  de  l'indicatrice  et  d'un  plan  passant 

par  la  tangente  en  Â  à  la  section  normale  BÂC,  et  faisant 

un  angle  e  avec  le  plan  de  cette*  section.  La  corde  HK  étant 

parallèle  à  la  tangente  menée  en  A  à  la  corde  HAK,  la 

perpendiculaire  AP,  abaissée  de  A  sur  KH,  partage  cette 

ligne  en    deux  parties    qu'on   regardera  comme  égales, 

parce  qu'elles  ne  difierent  que  d'un  infiniment  petit  du 

second  ordre  :  OP  est  perpendiculaire  à  HK,  et  du  second 

OP 
ordre  conmie  AO,  puisque  —  =  izngt.  On  peut  donc 

regarder  les  longueurs  BC,  HK  conmie  égales^  et  le  rayon 


'i 


de  courbure  de  la  section  HAK,  qui  a  pour  valeur  ^ 

— — t 
OC 
sera  égal  à  -^9  il  est  donc  égal  à  celui  de  la   section 

AO 
normale  BAC  multiplié  par  —  ou  cose.  D'où  l'on  dé- 
duit ce  tbéorème  remarquable  dû  à  Meunier,  que  le  rayon 
de  courbure  d'une  section  oblique  s'obtient  en  projetant 
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sur  le  plan  de  celte  section  le  rayon  de  courbure  de  la 
section  normale  qui  a  la  même  tangente. 

329.  La  position  particulière  que  nous  avons  donnée 
aux  axes  a  rendu  plus  facile  la  démonstration  des  propriétés 
précédentes;  mais  il  est  nécessaire  de  traiter  la  question 
pour  une  position  quelconque  des  axes,  parce  qu'on  peut 
avoir  à  déterminer  les  sections  principales  en  un  point 
quelconque  d'une  surface  rapportée  à  des  axes  rectangu- 
laires quelconques. 

Soient  ocf  ^j\  z'  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
d'une  surface  donnée,  et  a,  6,  y  les  angles  formés  avec  les 
axes  par  une  taugente  à  la  surface  en  ce  point;  on  aura 
cosy  =  ^cosa -+- y  cosS,  puisque  l'équation  du  plan  tan- 
gent est  z  —  z'  =  p[x  —  x')  -^q{jr  — ^'),  et  que  les  dif- 
férences X  —  x\  y  — y' ^  z  —  z'  sont  proportionnelles  aux 
cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  ax-es  une  droite  si- 
tuée  dans  ce   plan.   Si  l'on  substitue  à  cos/  sa  valeur 

yj\  —  cos*  a  —  cos'  S,  on  obtient 

(i)     (i  -f-/?')  cos'a  -I-  2/7(7  cosacosS  -+-(1-4-^*)  cos*6  =  t. 

C'est  la  condition  pour  que  les  angles  a,  6  appartiennent  à 
une  tangente  quelconque. 

Si,  par  le  point  {x\y' ^  z')  et  par  un  autre  point  infini- 
ment voisin  pris  siu*  la  courbe  qui  se  rapporte  à  cette  tan- 
gente, ou  mène  deux  plans  normaux  à  cette  courbe,  ils  se 
couperont  suivant  l'axe  du  cercle  osculateur  de  cette 
courbe,  et  les  équations  de  cette  droite  seront 

(.r  — ar')r/.r'    ^{^^y)dy    4-{«  — z')^^'    =  o, 
[x  —  a/)  rf»y  -f-  [y^y)d^y^  [z  -  z')dH'  =  d/\ 

Cette  ligne  étant  dans  le  plan  normal  à  la  surface  rencontre 
la  normale,  dont  les  équations  sont 

«~.x'-4-/7{»  — »')=:0,     jr  —y-^q{z  —  z')=:0. 
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Les  coordonnées  x,  y,  z  diu>oint  de  rencontre  seront  don- 
nées par  les  équations 

en  posant 

La  valeur  de  D  peut  être  transformée  en  diiTérentiant  l'é- 
quation 

d^  =pdaf  -^-qdy^ 
ce  qui  donne 

et,  par  suite, 

fdx'Y        dx^  dy       (d/V 

=:  rcos'ttt  4-  25cjsa  cos6  +  rcos*6. 

On  voit  par  là  que  D  reste  le  môme  si  a  et  6  ne  changent 
pas  -,  il  en  est  donc  ainsi  du  point  de  rencontre  de  la  no^ 
maie  à  la  surface,  et  de  l'axe  du  cercle  osculateur  de 
toutes  les  sections  obliques,  dont  le  plan  passe  par  la  même 
tangente. 

Il  résulte  de  là  que  toutes  ces  sections  ont  leurs  centres 
de  courbure  sur  une  circonférence  dont  le  plan  est  perpen- 
diculaire à  leur  tangente  commune,  et  dont  le  diamètre  est 
la  ligne  qui  joint  le  point  de  contact  au  point  fixe,  que 
nous  venons  de  trouver  sur  la  normale.  Ce  point  est  donc 
lui-même  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale  ;  et 
Ton  voit  que  les  rayons  de  courbure  de  toutes  les  sections 
qui  ont  la  même  tangente  sont  les  projections  de  celui  de 
la  section  normale  sur  leurs  plans  respectifs. 

D*  après  les  valeurs  que  nous  avons  trouvées  pour  les 


1 
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coordonnées  du  centre  de  courbure  de  la  section  normale, 
son  rayon  de  courbure  aura  pour  expression 


^- D 

ou 


(  r%\  n ________ 

rcos'a  -i-  2JCOSacos6  +  fcos'6 

330.  Le  maximum  ou  le  minimum  de  R,  relativement 
à  la  variation  de  a  et  6,  correspond  au  minimum  ou  au 
maximum  du  dénominateur,  et  sera  donné  par  Téquation 

(rcosa  -+-  scos^)d,cosa=z —  (^cosa  -f-  /cos6)rf.cos6; 

on  éliminera  d.cosa,  et  ^«cosS  en  dififérentiant  l'équa- 
tion (i),  ce  qui  donne 

[(i  -4-/>')cosa  4-/>^cos6]rf.cosa 
=  —  [(i-f-  <7')cos6  -h  pq  cosa]d.cos^  ; 

et,  divisant  ces  deux  équations  par  ordre,  il  vient 

rcosa-H5COs6  ^cos6 -4- .?  cosa 

(l  -\-  p^jcosa.  -hpqcos^        (i  -h  ^')cos6  -hpqcosa 

Les  équations  (i),  (2),  (3)  déterminent  les  valeurs  de  a, 
S,  R,  qui  se  rapportent  aux  sections  principales. 

Pour  faire  plus  commodément  ce  calcul,  on  multipliera 
par  cosa  les  deux  termes  de  la  fraction  qui  forme  le  pre* 
mier  membre  deTéquation  (3),  et  par  cos6  les  deux  termes 
du  second  membre,  puis  on  ajoutera  les  numérateurs  entre 
eux  et  les  dénominateurs  entre  eux  ;  la  fraction  résultante, 

qui  est  —9  sera  égale  à  chacun  des  membres  de  l'équa- 
tion (3),  ce  qui  donne 

(  '•cosa -f- .ycos6  =  D[(i -l-77*)cosa -|-/><7Cos6], 
(3  bis)  l 

{   rcos5-h  JCOsa=:D[(i  -f-^')cos6  -f-/7^cosa], 

Calciiiinf,  D, -^  lï.  29 
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OU 

(A)  ^  [D(i-h/>>)  — r]oc»«  =  (*— />çD)oos«, 

I  [D{i-f-g*)  — f]co86  =  (5— />^D)cos«. 

Ces  deux  équations,  multipliées  membre  à  membre,  don- 
nent 

ou 

Cette  équation  fera  connaître  les  deux  valeurs  de  D  rela- 
tives aux  sections  principales;  et,  comme  on  a 


R  = 


D 


l'équation  qui  donnera  les  rayons  de  courbure  de  ces  sec- 
tions sera 


(5) 


Enfin  les  valeurs  de  a  et  S  seront  déterminées  par  l'équa- 
tion (i)  et  l'une  des  équations  (4). 

331.  Si  l'on  veut  connaître  les  points  particuliers  delà 
surface  où  les  sections  principales  et,  par  suite,  toutes  les 
sections  normales  ont  la  même  courbure,  il  faut  exprimer 
que  les  deux  racines  de  l'équation  (5)  sont  égales.  Il  semble 
d'abord  que  l'équation  qui  en  résulte  entre  p,  7,  r,  j,  2, 
jointe  k  celle  de  la  surface,  déterminerait  une  ligne;  mais 
il  est  facile  de  voir  que  l'égalité  de  ces  racines  conduit  à 
deux  équations* 

En  effet,  l'éguatian  de  condition  peut  se  mettre  sous  la 
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forme 

[(«+ f^)' -(«  +  ?')'•  + a,»?  (^  -  ,)J 

+  4{>+f+î')(7^,-')=o: 
or  elle  ne  peat  éyidemment  être  satisfaite  qa*en  posant 

-I^^^s  =  o    et    (i-hp«)r-(i-f-^»)''=o^ 
équations  qui  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

(6) 


1  -hp^        l-hq"       pq 

Ces  deux  équations,  jointes  à  celle  de  la  surface,  détermi- 
nent un  nombre  fini  de  points,  auxquels  on  a  donné  le  nom 
à^ ombilics.  On  les  aurait  obtenues  en  exprimant  que  les 
valeurs  de  D,  données  par  les  équations  (4))  sont  indépen- 
dantes de  ce  et  6,  comme  cela  doit  être  pour  que  la  cour- 
bure de  toutes  les  sections  normales  soit  la  même. 

332.  Tangentes  conjuguées.  —  Si  l'on  trace  une  courbe 
quelconque  sur  une  surface,  et  que,  par  tous  ses  points,  on 
mène  les  plans  tangents  à  la  surface,  ces  plans,  par  leurs 
intersections  successives,  détermineront  une  surface  déve- 
loppable  circonscrite  à  la  première.  Ses  arêtes  sont  incli- 
nées sur  la  courbe  de  contact  suivant  une  loi  remarquable 
que  Dupin  a  reconnue  le  premier,  et  que  nous  allons  faire 
connaître. 

La  question  que  nous  nous  proposons  est  donc  celle-ci  : 

Le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  une  surface 
quelconque  se  déplaçant  suis^ant  une  certaine  direction, 
trouver  à  la  limite  la  droite  sui\fant  laquelle  ce  plan  tan-- 
gent  sera  coupé  par  le  plan  infiniment  voisin.  Ces  deux 
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directions  sont  tangentes  à  la  surface,  et  Ch.  Dupin  leur  a 
donné  le  nom  de  tangentes  conjuguées. 

Pour  cela,  nous  prendrons  pour  origine  le  point  de  con- 
tact de  la  surface  avec  le  plan  tangent  que  l'on  considère, 
et  dans  lequel  nous  prendrons  les  axes  des  xely^  nous 
choisirons,  comme  dans  le  n^  327,  pour  directions  de  ces 
deux  axes  celles  pour  lesquelles  le  rectangle  xy  ne  se 
trouvera  pas  dans  le  développement  de  z  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  ces  variables.  Nous  aurons  alors, 
pour  X  =  o,  ^  =  o,  les  conditions 

p  z=z  Of      Ç  =  O,      s  z=zO, 

Soient  x\  j\  z*  les  coordonnées  infiniment  petites  du  point 
de  contact  d'un  second  plan  tangent^  la  direction  suivant 
laquelle  se  sera  déplacé  le  point  de  contact  fera,  avec  l'axe 

des  X,  un  angle  dont  la  tangente  sera  la  limite  de  ^9  lors- 
que x\y^  tendront  vers  zéro  5  nous  désignerons  celte  limite 
par  m.  L'équation  du  plan  tangent  au  point  x'y  z'  sera 

et,  si  l'on  observe  qu'à  l'origine  on  a 

il  s'ensuivra,  en  observant  que  x',  y'  sont  infiniment 
petits, 

/?'=  rj/,     q'  =  ty,     z'= h  -^^, 

et  l'équation  du  plan  deviendra 

z  =:  rar  X  -r  ty  y '^—  ; 

2  a 
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faisant  z=zo  pour  avoir  l'intersection  avec  le  premier  plan 
tangent,  qui  est  celui  des  x  et^,  il  vient,  en  remplaçant j' 
par  mx'  et  divisant  par  x'^ 


rx  -4-  tmy (''-+-  /»*^)  =  O. 


Pour  avoir  la  droite  cherchée,  il  suffit  de  faire  x'=  o  dans 
cette  équation,  et  il  vient 

(7)  rx  -h  tmy  =20 

pour  équation  de  la  tangente  conjuguée  de  celle  dont  la 
direction  est  déterminée  par  m.  Si  donc  on  désigne  par  m' 
la  tangente  de  l'angle  que  cette  droite  fait  avec  Taxe  des  x, 
on  aura 

m  z= » 

tm 

d'où 

,             r 
mm  := • 


On  voit  donc  que  les  directions  de  deux  tangentes  con- 
juguées quelconques  sont  celles  de  deux  diamètres  conju- 
gués de  la  section  conique  ayant  pour  équation 

rj^-4-  ty'=zc, 

c  désignant  une  constante  quelconque.  Cette  courbe  n'est 
autre  que  l'indicatrice  au  point  que  l'on  considère,  et  dont 
nous  avons  donné  l'équation  dans  le  n°  327  ^  car  on  désigne 
sous  cette  dénomination  générale,  non-seulement  la  sec- 
tion infiniment  petite  faite  dans  la  surface  par  un  plan 
parallèle  au  plan  tangent,  à  une  distance  infiniment  petite, 
mais  encore  à  toute  section  conique  semblable  à  celle  qui 
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est  donnée  par  l'intersection  de  ce  plan  avec  la  snrfiice. 

L'angle  des  tangentes  conjuguées  est  droit  quand  elles 
sont  dirigées  suivant  les  deux  diamètres  conjugués  rectan- 
gulaires de  l'indicatrice,  et,  par  conséquent,  suivant  les 
directions  des  courbures  maximum  et  minimum. 

Nous  nous  bornerons  à  cette  propriété  fondamentale  des 
tangentes  conjuguées,  qui  montre  un  nouvel  usage  de  l'in- 
dicatrice dans  l'étude  générale  des  surfaces,  et  nous  ren- 
verrons, pour  plus  de  détails,  aux  Mémoires  mêmes  de 
l'auteur. 
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CHAPITRE  ÏXX. 

LOIS  SmVANT  LESQUELLES  VARIE  LA  DIRECTION 
DE  LA  NORMALE  A  UNE  SURFACE. 


333.  Pour  avoir  une  idée  nette  de  la  forme  d'une  sur- 
face, dans  le  voisinage  d'un  quelconque  de  ses  points,  il 
ne  suffit  pas  de  connaître  la  forme  des  sections  faites  par 
des  plans  passant  par  la  normale  en  ce  point,  quoique  ces 
couibes  déterminent  tous  les  points  de  cette  surface,  il  est 
encore  nécessaire  de  connaître  la  loi  suivant  laquelle  varie 
la  direction  de  la  surface  elle-même,  ou  de  son  plan  tangent 
quand  on  marche  suivant  une  quelconque  de  ces  courbes, 
ou  quand  on  passe  de  Tune  à  l'autre.  Ainsi  la  courbure 
des  sections  normales,  d'où  se  déduit  d'ailleurs  celle  des 
sections  obliques,  ne  suffit  pas  pour  donner,  dans  le  voisi- 
nage du  point,  une  connaissance  approfondie  de  la  forme 
d'une  surface.  Elle  ne  fait  connaître  que  la  loi  d'inflexion 
des  courbes  tracées  sur  cette  surface,  et  non  la  loi  d'in- 
flexion de  la  surface  elle-même. 

L'ingénieuse  théorie  des  tangentes  conjuguées  ne  suffit 
pas  non  plus  pour  remplir  cet  objet  ^  car,  quoique  la  dépen- 
dance des  directions  de  ces  deux  tangentes  soit  liée  d'une 
manière  intime  à  la  forme  de  la  surface,  elle  ne  saurait  en 
donner  une  idée  nette,  parce  qu'elle  en  est  une  conséquence 
très-éloignée. 

On  voit  donc  ce  qui  manque  encore  dans  l'étude  que 
nous  avons  faite  jusqu'ici  de  la  forme  des  surfaces.  Nous 
la  compléterons  au  moyen  d'une  considération  nouvelle, 
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due  à  M.  Bertrand.  C'est  de  son  Mémoire  que  nous  avons 
extrait  les  diverses  propositions  que  nous  allons  exposer. 

334.  Soient  A  {fig-  i3)  un  point  quelconque  d'une  sur- 
face, et  AZ  la  normale.  Menons  par  AZ  des  plans  dans 
toutes  les  directions,  et  sur  chaque  courbe  d'intersection 
de  ces  plans  et  de  la  surface  prenons,  à  partir  de  A,  une 
longueur  infiniment  petite,  AM  =  s  \  cette  longueur,  di- 
visée par  Tangie  des  tangentes  extrêmes,  donnera  le  rayon 
de  courbure  de  cette  courbe  au  point  A. 

Soit  maintenant  MN  la  normale  à  la  surface  en  M.  Sa 
direction  sera  déterminée  par  les  angles  qu  elle  fait  avec 
trois  axes  rectangulaires,  par  exemple  la  normale  AZ,  et 
deux  droites  AX,  AY  menées  à  angle  droit  dans  le  plan  tan- 
gent en  A.  Pour  obtenir  des  expressions  plus  simples  pour 
les  cosinus  des  angles  cherchés,  nous  choisirons  pour  les 
axes  AX,  AY  les  deux  directions  pour  lesquelles  on  a 

nul  à  l'origine.  Ce  système  est  unique  en  général  ;  on 

l'obtient  en  faisant  disparaître  le  rectangle  ocy  dans  le  dé- 
veloppement de  la  valeur  de  z  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  X  et  y.  La  discussion  est  la  même  que  celle  que 
l'on  fait  dans  la  théorie  des  courbes  du  second  degré  \  et  si, 
après  la  disparition  du  terme  renfermant  xj^  les  coeffi- 
cients de  x'  et  j^  étaient  égaux,  tout  système  d'axes  rec- 
tangulaires jouirait  de  la  propriété  de  faire  disparaître  ce 
même  terme.  Cela  posé,  faisons,  en  général, 

dz  dz  d^z  d'Z  d^z 

di^^'     d^"^^'     d^'^'''     d^"^''     dy'"^'' 
on  aura,  à  l'origine. 

Si  l'on  désigne  maintenant  par  X,  Y,  Z  les  angles  que  fait 
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avec  les  axes  la  normale  en  nn  point  quelconque  de  la  sur- 
face, on  aura,  comme  on  le  sait, 

cosX  =  À/>,     cosY  =  >^,     cosZ  =  —  X, 
la  valeur  de  1  étant 


le  double  signe  correspondant  aux  deux  sens  de  la  nor- 
male. 

Appliquons  ces  formules  au  point  M,  et  désignons  par  a 
Tangle  que  fait  avec  ZAX  la  trace  AU  du  plan  de  la  sec- 
tion sur  le  plan  tangent  \  les  trois  coordonnées  x^  j^  z  du 
point  M  seront  respectivement,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  second  ordre,  e  cosa,  e  sina,  o.  Pour  connaître  les 
valeurs  de  Xp,  X^,  —  X  au  point  M,  il  suflBt  d'ajouter  à  leurs 
valeurs  en  A  les  accroissements  qu'elles  subissent  par  les 
changements  infiniment  petits  que  reçoivent  les  coordon- 
nées quand  on  passe  de  l'origine  A  au  point  M.  Or,  au 
point  A,  on  a 

dp        dq 
o=:0,      ^=0,      5  =  -7-  =  -7=-=:0      et      À  =  I, 

dy        dx 

en  choisissant  le  signe  supérieur  du  radical.  On  aura  donc, 
au  point  M, 

(i)        cosX=:ircosa,     cosY  =  if8ina,     cosZ  = — i, 
et  par  suite 

sinZ  =  ^cos'X  -4-  ces* Y  =  t  ^r*cos"a  -f-  /'sin'a, 
ou,  puisque  Z  est  infiniment  petit, 

Z==  t  y^r'cos*a  -Ir  /'  sin'a, 
les  valeurs  de  r  et  £  se  rapportant  à  l'origine.  Telles  sont 
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les  formules  très->8hnples  qui  déterminent  la  direction 
d'une  normale  quelconcpe  infiniment  voisine  de  la  pre- 
mière. 

335.  Nous  avons  dit  que  ce  qu'il  faut  connaître,  c'est  la 
loi  suivant  laquelle  varie  la  direction  de  la  normale  à  la 
surface  dans  le  voisinage  du  point  A.  Or  c'est  à  quoi  l'on 
parviendra  en  exprimant,  au  moyen  de  a  et  s  ;  i^  l'angle 
0  que  fait  avec  AZ  la  projection  MP  de  la  normale  MN  sur 
le  plan  de  la  section,  ou  la  normale  à  la  section  de  la  sur- 
face par  le  plan  ZAM;  o?  l'angle  cd  de  MN  avec  sa  projec- 
tion, c'est-à-dire  avec  le  plan  AZM.  On  peut  remarquer 
que  la  première  de  ces  deux  coordonnées  angulaires  déter- 
mine la  courbure  de  la  section  normale  AZM,  Considérons 
d'abord  le  premier  de  ces  deux  angles  :  il  est  complément 
de  celui  que  MP  forme  avec  AU  ^  et,  en  négligeant  toujours 
les  infiniment  petits  du  second  ordre,  ce  dernier  est  le 
même  que  celui  de  MN  avec  AU,  parce  que  le  plan  de 
l'angle  infiniment  petit  NMP  est  perpendiculaire  au  plan 
ZAU,  et  ses  côtés  font  des  angles  finis  avec  AU.  Mais,  d'a- 
près les  formules  (1)9  le  cosinus  de  l'angle  de  MN  avec  Al. 
qui  est  égal  à 

cosXcosâc  +  cosY  sina, 

aura  pour  valeur 

t(rcos'a  -l-/sin*a)  =:sinO  =  0. 

C'est  le  sinus  de  l'angle  de  contingence  de  la  section,  ou 
cet  angle  lui-même.  En  le  divisant  par  l'arc  e,  on  aura  la 
courbure  que  nous  désignerons  par  v^  ce  qui  donnera  U 
formule 

( 2 )  v=  rcos'a  -f- 1  sin'a. 

336.  Passons  maintenant  au  second  angle  NMP.  Il  est 
évidemment  le  complément  de  celui  que  MN  fait  avec  la 
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perpendiciilaire  au  plan  ZAU.  Prenons  la  direction  de 
cette  dernière  dans  le  sens  où  elle  fait  avec  AX  Tangle 

0c  H — >  et  cherchons  le  cosinus  positif  ou  négatif  de  Tangle 

qu'elle  fait  avec  MN  :  ce  sera  le  sinus  de  NMPy  ou  cet 
angle  lui-même ,  considéré  comme  positif  quand  la  nor- 
male MN  sera  du  même  côté  de  ZAU  que  la  droite  menée 

sous  l'angle  a  -| — 9  et  comme  négatif  quand  il  sera  du  côté 

opposé. 

L'expression  de  ce  cosinus  est 


hl) 


cosX  ces  I  a  H —  ]-h  ces  Y  ces  a 

ou 

8siQacosa(/  —  r), 

ou  encore 

csin2a 


{t-r). 

'M 

Si  donc  nous  désignons  par  &>  l'angle  positif  ou  négatif 
NMP,  nous  aurons 

(3)  orzr:— «(f — r}sin2a. 

Les  formules  (a)  et  (3)  donnent  l'expression  des  deux 
quantités  que  nous  nous  proposions  de  déterminer  \  nous 
allons  en  développer  les  principales  conséquences. 

337.  Conséquences  de  la  formule  (3).  —  Si  nous  sup- 
posons e  constant,  l'angle  co  variera  proportionnellement 
au  sinus  du  double  de  l'angle  a\  d'où  il  résulte  immé- 
diatement qu'il  est  nul  pour  les  quatre  valeurs  particu- 
lières 

a=o,     a  ^  — »     a  =  ir,     a= — i 

a  a 
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c'est*â-dire  quand  le  point  M  se  déplace  saivant  Tonc 
quelconque  des  deux  directions  ÂX,  AY. 

On  voit  de  plus  que  l'angle  a)  ne  peut  devenir  nul  pour 
aucune  autre  direction,  à  moins  que  Ton  n'ait  t  =  r,  au- 
quel cas  il  est  nul  pour  toute  direction. 

Nous  obtenons  ainsi  cette  propriété  remarquable  : 

En  tout  point  d'une  surface  quelconque,  il  existe  deux 
directions  rectangulaires  telles,  que  les  normales  à  la  sur^ 
face  menées  par  les  points  infiniment  voisins  du  premier 
dans  l'une  quelconque  de  ces  deux  directions,  sont  situées 
dans  le  plan  normal  conduit  suivant  cette  direction;  elles 
sont  donc  dans  un  plan  contenant  la  première  normale, 
et,  par  conséquent,  la  rencontrent.  Lorsqu'il  y  a  plus  de 
deux  directions  jouissant  de  cette  propriété,  toutes  les 
autres  en  jouissent. 

Nous  donnerons  à  ces  deux  propriétés  remarquables  la 
dénomination  de  directions  principales.  Il  ne  faut  pas  ou- 
blier que  nous  avons  négligé  les  infiniment  petits  du  second 
ordre.  Ainsi  Ton  doit  entendre  que  les  normales,  menées 
par  les  points  situés  à  une  distance  infiniment  petite  les 
uns  des  autres  dans  ces  directions,  peuvent  bien  ne  pas 
réellement  se  rencontrer,  mais  que  leur  plus  courte  dis^ 
tance,  si  elle  n'est  pas  nulle,  ne  peut  être  qu'un  infiniment 
petit  d'un  ordre  supérieur  au  premier.  Cet  ordre  est  au 
moins  le  troisième,  d'après  la  remarque  du  n^  270,  tome  P'. 

On  a  donné  un  nom  particulier  aux  courbes  tracées  sur 
une  surface,  et  qui,  en  chactm  de  leurs  points,  ont  une 
direction  qui  jouit  de  la  propriété  que  nous  venons  de 
reconnaître  \  on  les  nomme  des  lignes  de  courbure.  On  peut 
évidemment  en  faire  passer  deux  par  un  point  quelconque 
de  la  surface. 

338.  La  formule  (3)  conduit  à  une  proposition  géné- 
rale, que  nous  allons  faire  connaître,  et  d'où  nous  aurions 
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pu  déduire  la  précëdente;  mais  celle-ci  se  présentait  si 
naturellement,  que  nous  avons  cru  devoir  la  faire  remar- 
quer immédiatement.  Si  nous  considérons  les  deux  direc- 
tions déterminées  par  les  angles  a  et  a  +  --  9  a.  ayant  une 

valeur  quelconque,  les  deux  valeurs  de  co  seront  égales  et 
de  signes  contraires  ^  donc,  en  ayant  égard  au  sens  dans  le- 
quel nous  avons  fait  voir  qu'il  fallait  porter  l'angle  o>,  sui- 
vant qu'il  était  positif  ou  négatif,  nous  pouvons  établir  la 
proposition  suivante  : 

Si,  en  un  point  quelconque  d'une  surface,  nous  consi^ 
dérons  deux  directions  rectangulaires  sur  lesquelles  nous 
prenions  des  longueurs  infiniment  petites  égales,  et  que, 
par  leurs  extrémités,  nous  menions  des  normales  à  la  sur- 
face, ces  normales  feront  respectiv^ement  des  angles  égaux 
avec  les  plans  menés  par  la  normale  au  premier  point  et 
chacune  des  deux  directions;  et,  de  plus,  elles  seront 
toutes  les  deux  comprises  dans  V angle  dièdre  droit  que 
forment  les  deux  plans,  ou  toutes  les  deux  en  dehors. 

Cette  propriété,  comme  l'a  fait  voir  M.  Bertrand,  ren- 
ferme évidemment  la  précédente.  En  eiFet,  puisque  le  sens 
dans  lequel  il  faut  porter  l'angle  co  change  en  passant  d'une 
direction  à  celle  qui  lui  est  perpendiculaire,  il  y  a  néces- 
sairement une  direction  intermédiaire  pour  laquelle  l'angle 
tù  est  zéro.  Il  est  donc  nul  aussi  pom*  la  direction  perpen- 
diculaire à  celle-ci,  et  Ton  retombe  ainsi  sur  la  proposition 
précédente. 

339.  Conséquences  de  la  formule  (a).  — Considérons 
deux  directions  rectangulaires  quelconques  correspondant 

aux  angles  a  et  a  H — •  Désignant  par  v^  i^'  les  courbures 
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de  ces  deux  sections  normales,  nous  aurons 

V  =  rcos'a  +  rsin'a, 
</=  r  sin'a  -i-  /cos'a, 
d'où 

On  arrive  donc  à  ce  théorème  remarquable  : 

Dans  toute  surface,  la  somme  des  courbures  de  d'eux 
sections  normales  faites  en  un  même  point  par  deux  plans 
rectangulaires  quelconques  est  constante. 

Cette  somme  est  donc  celle  qui  se  rapporte  aux  deux  sec- 
tions qui  passent  par  les  directions  principales  en  ce  point, 
puisque  ces  directions  sont  rectangulaires.  Les  valeurs  de  tr 
qm  s'y  rapportent  s'obtiennent  en  donnant  successivement 

à  a  les  valeurs  o  et  -;  elles  sont  donc  r  et  t. 

On  peut  remarquer  que  l'expression  de  m,  donnée  par  la 
formule  (2),  reste  la  même  quand  on  change  a  en  air  — a: 
d'où  l'on  conclut  que,  pour  deux  plans  normaux  symétri- 
ques par  rapport  à  l'un  quelconque  de  ceux  qui  passent  par 
les  directions  principales,  la  courbure  des  sections  est  la 
même. 

On  peut  encore  faire  une  autre  observation  qui  n'est  pas 
sans  intérêt.  Si  l'on  partage  en  parties  égales  infiniment 
petites  l'espace  angulaire  autour  d'un  point  quelconque 
d'une  surface,  et  qu'on  fasse  passer  des  plans  par  ces  lignes 
de  division  et  la  normale,  la  moyenne  des  courbiœes  de 
toutes  ces  sections  sera  la  demi-somme  des  courbures  prin* 
cipales»  c'esl^à-dire  des  courbures  des  sections  principales; 
car  on  peut  partager  toutes  ces  sections  en  groupes  de  deux 
sections  ayant  leurs  plans  perpendiculaires,  et  comme, 
dans  chaque  groupe,  la  somme  des  courbures  est  la  demi- 
somme  des  courbures  principales,  la  moyenne  générale 
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sera  aussi  cette  demi-somme.  Enfin  cette  oonrbnre  moyenne 
n'est  autre  chose  que  celle  de  la  section  équidistante  des 

deux  sections  principales;  car,  en  faisant  a  :=  79  on  trouve 

r-hf 


3i0.  Lorsque  les  coefficients  r  et  £  sont  de  même  signe, 
auquel  cas  on  peut  les  supposer  positifs,  puisque  cela  ne 
dépend  que  du  sens  dans  lequel  on  prend  z  positif,  il  est 
facile  de  voir  qu'il  existe  un  maximum  et  un  minimum 
pour  la  courbure  des  sections  normales.  En  effet,  la  valeur 
de  V  peut  se  mettre  sous  la  forme 

•'  =  r-4-(f —  r)sîn»0É, 

et  Ton  reconnaît  immédiatement  que,  si  l'on  a  t  —  r  ]>  o, 
la  plus  petite  valeur  de  v  correspond  à  a  =  o,  et  sa  plus 

grande  à  a  =:  -  ;  ces  valeurs  sont  r  et  U  L'inverse  a  lieu  si 

l'on  a  f  —  r  <^  o  ;  d'où  l'on  conclut  ce  théorème  : 

De  toutes  les  sections  normales  faites  en  un  même  point 
d'une  surface,  celles  qui  passent  par  les  directions  prin^ 
cipales  en  ce  point  présentent  le  maximum  et  le  minimum 
de  courbure. 

Nous  donnerons  à  ces  deux  sections  particulières  le  nom 
de  sections  principales. 

Les  directions  des  tangentes  à  la  surface,  qui  sont  dans 
le  plan  de  ces  sections,  sont  déterminées  par  l'équation  (3) 
du  n^  330,  et,  par  suite  aussi,  les  directions  principales  et 
les  tangentes  aux  lignes  de  courbure. 

On  aura  donc  Téquation  différentielle  des  lignes  de 
courbure,  en  remplaçant  dans  l'équation  (3),  cosa,  cosS, 
cosy  parles  quantités  proportionnelles  dx^  dy^  dz. 
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On  trouvera  ainsi 

rdjK  -+■  sdjr  idjr  -f-  sdx 

•       ^^^   ■  • 

{l~h  p*)da:'+-pqdx        (l  -h  q* )dx -*- pq d:r 

341 .  Supposons  maintenant  que  r  et  £  soient  de  signes 
contraires,  et  que  r,  par  exemple,  soit  positif.  A  partir 
de  a  =  o,  qui  donne  ^  =  r,  i/  va  en  diminuant  jusqu'à  o, 

qui  correspond  à  tanga  =  -*  Il  devient  ensuite  négatif; 

ce  qui  apprend,  comme  nous  Tavons  fait  remarquer,  que 
le  centre  de  courbure  passe  de  l'autre  côté  du  plan  tangent. 

Pour  a  s=:  -9  i^  prend  sa  valeur  maximum,  qui  serait  un 

minimum  si  l'on  faisait  abstraction  du  signe.  Il  passera 
ensuite  symétriquement  par  les  mêmes  valeurs  dans  les 
trois  autres  angles  droits.  On  retrouve  ainsi  les  résultats 
déjà  obtenus  par  d'autres  considérations.  Il  en  serait  de 
même  pour  le  cas  où  l'un  des  coefficients  r,  t  serait  nul. 

Longueur  et  position  de  la  commune  perpendiculaire 
à  deux  normales  infiniment  voisines. 

34S.  Prenons  Tune  des  normales  pour  Taxe  AZ  (^^.i3), 
et  pour  axes  des  x  et  j^  les  tangentes  aux  sections  normales 
de  courbure  maximum  et  minimum.  En  employant  les 
mêmes  dénominations  que  dans  les  n^'  334,  336,  on  aura, 
pour  la  seconde  normale, 

cosX  =  «rcosa,     cosT=:  cf  sina,     cosZ  = — i, 
sinZ  =  Z  =  «  v^r»  cos'a  -4-  ^ '  sin'a. 

Soit  mené  par  AZ  [fig.  i3)  un  plan  ZAV  parallèle  à  la 
seconde  normale  MN,  les  cosinus  des  angles  de  la  trace  AV 
avec  les  axes  AX,  AY  seront  dans  le  même  rapport  que 
pour  toute  droite  comprise  dans  le  plan  ZAV,  et,  par  con- 
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séquent,  que  •pour  la  parallèle  à  la  normale.  Si  donc  on 
fait  VAX  =  f ,  on  aura 

coso       rcosa  t 

-^— i  =  — ; —     ou     tango»  =  -  tanga. 

smf        tsina  ^^        r      ^ 

Or  la  longueur  de  la  plus  courte  distance  i  des  deux 
normales  est  égale  à  la  perpendiculaire  MI  abaissée  d'un 
point  de  MN  sur  le  plan  ZAV^  on  aura  donc 

^=  tsin(7  —  a)  =  t(sinf  cosa  —  sinacos^], 

et,  comme  on  a 

Xsina  rcosa 

Riny=  ^  %        COSf  = 


\/r*cos*a-l-  <*sin*a  ^r*  cos'a  H-  /*  sin'  a 

il  vient 

g(t — r)sinacosa  cm 

^/^  cos*  a  -+-  ^*  *in*  a        ^ 

d'après  les  dénominations  déjà  employées. 

On  voit  qu'elle  est  nulle,  quel  que  soit  ce,  si  £  =  r,  et 
que,  dans  le  cas  contraire,  elle  ne  Test  que  pour  a  =  o 

et  a  =  -9  c'est-à-dire  pour  les  normales  menées  suivant 

les  directions  des  sections  principales.  Pour  toutes  les 
autres  valeurs  de  a,  elle  est  infiniment  petite  du  premier 
ordre. 

Si  l'on  désigne  par  j9,  pMes  rayons  de  courbure  princi- 
paux, on  a 

et 

^ «(p  —  p'jsinacosoc 

^p'sin'a  -f-  p'*cos*« 
Caleuî  inf.  i>.  —  II.  3o 
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On  peut  remarquer  que  la  direction  de  MI,  ou  de  la 
commune  perpendiculaire  aux  deux  normales,  est  celle 
de  la  tangente  conjuguée  de  AM. 

En  eilet,  la  tangente  de  Tangle  de  MI  avec  AX  est  égale 

à  —  cotç  ou ;   le  produit  de  cette  tangente  par 

tanga  est  donc 9  ce  qui  démontre  la  proposition. 

343.  Cherchons  maintenant  la  hauteur  à  laquelle  se 
trouve  située  la  commune  perpendiculaire  aux  normales 
AZ,  MN.  Il  faut  pour  cela  mener,  par  la  projection  I  de  M 
sur  ZAV,  une  parallèle  à  MN,  et  chercher  sa  rencontre  N' 
avec  AZ.  Or  Tangle  de  IN'  avec  AZ  étant  celui  qui  a  été 
désigné  par  Z,  on  aura 


_  Aî_  v/i*^^_  t      /        'Z^  _iv^Z«— 61» 

^^  ~Y"-~z~""z  V '"z^""       Z^      ' 

et,  comme  0,  o),  Z  sont  les  trois  côtés  d'un  triangle  sphé- 
riquc  rectangle  infiniment  petit,  on  a 

et,  par  conséquent, 


Le  point  N'  est  donc  très-différent  du  centre  de  courbure 
R  de  la  section  ZAU,  dont  la  distance  à  A  est 


^-v 


En  introduisant  R  dans  l'expression  de  AN',  on  lui 
donne  la  forme  suivante  : 
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AN'  est  donc  plus  petit  que  R,  puisqu'on  a  Z  ^  0,  et  le 
pied  N'  de  la  perpendiculaire  commune  est  entre  Â  et  le 
centre   de    courbure   de  la   section.    Pour   que   Ton   ait 

AN'  =  R,  il  faudra  que  -  =  i  et,  par  suite ,  -  =  o  :  alors 

i  sera  nul  :  cela  n'a  lieu  que  pour  les  sections  principales. 
Si  Ton  voulait  connaître  la  distance  du  centre  de  cour- 
bure de  la  section  ZAU  à  la  normale  MN,  il  suffirait  de 
considérer  le  triangle  rectangle  dont  R  serait  Thypoténuse 
et  tù  l'un  des  angles  aigus.  La  distance  cherchée  serait  ainsi 
R  sincc)  ou  simplement  Rci>.  Son  rapport  à  la  commune 

perpendiculaire  <J,  dont  la  valeur  est  î  =  -^  =  -^— ?  sera 

donc  -• 

0 


Théorème  de  Dupin  sur  les  surjaces  orthogonales, 

844.  Ce  théorème  consiste  en  ce  que  :  Si  trois  séries 
continues  de  surfaces  se  coupent  mutuellement,  et  de  telle 
manière  qu^ elles  soient  à  angle  droit  en  chaque  point  de 
leur  rencontre,  ces  lignes  d' intersection  seront  pour  chaque 
surja^ce  ses  lignes  de  courbure. 

M.  Bertrand  a  déduit  de  son  théorème  fondamental  une 
démonstration  très-simple  de  cette  proposition.  Considé- 
rons, en  effet,  trois  séries  de  surfaces  orthogonales,  et  soient, 
en  un  point  A  [Jig>  i4)î  AX,  AY,  AZ  les  tangentes  aux 
courbes  d'intersections  des  surfaces  que  donnent  respecti- 
vement en  ce  point  les  trois  séries  que  l'on  considère.  Pre- 
nons sur  ces  courbes  les  points  M,  N,  P  à  des  distances  in- 
finiment petites  égales  du  point  A.  En  chacun  de  ces  points 
les  normales  aux  deux  surfaces  qui  y  passent  sont  perpen- 
diculaires. Soient  a,  6,  y  et  a'.  S',  y'  les  angles  que  font 
respectivemexit  avec  les  axes  AX,  AY,  AZ  les  deux  nor- 

3o. 
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maies  Mm,  1Amf\  on  aura 

cosa  cosa'  H-  cos6  cosS'  H-  COS7  C0S7'  =  o. 

Or  ce  et  a'  àiffkrent  infiniment  peu  d'un  angle  droit,  et  6, 
y'  sont  infiniment  petits  :  cette  équation  deviendra  donc, 
en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 

(<l)  COs6'4- COS7=:  o. 

Soient  de  même  «i,  61,  yi  et  a,,  6',,  y\  les  angles  corres- 
pondant respectivement  aux  normales  N/i,  N/i',  et  enfin  a^, 
^19  y  fi  ^'lî  6',,  7',  ceux  qui  correspondent  aux  normales 
Pp,  P/>'  :  on  aura  semblablement 

{b)  ces 7',  -h  cosa,  =  o, 

(c)  cosa',  H-  cosêj  =  o. 

Ces  trois  équations  (a),  (i),  (c)  résultent  de  ce  que  les 
trois  surfaces  sont  rectangulaires  en  tous  les  points  de  leurs 
intersections  respectives.  Maintenant,  d'après  le  théorème 
de  M.  Bertrand  sur  les  normales  à  une  même  surface,  on 
aura  les  trois  suivantes,  dont  la  première  se  rapporte  à  la 
surface  qui  a  pour  normale  AX,  la  deuxième  à  celle  qui  a 
pour  normale  A  Y,  et  enfin  la  troisième  à  celle  dont  la  nor- 
male est  AZ  : 

{d)  cos6,=  cos7',, 

(e)  0057  =  cosa',, 

(/)  cosa,  =  cos6'. 

La  combinaison  de  ces  équations  avec  les  trois  premières 
conduit  facilement  à  la  démonstration  de  la  proposition 
que  nous  avons  en  vue.  En  effet,  si  nous  reportons  dans  les 
premières  les  valeurs  de  trois  des  cosinus  qui  entrent  dans 
les  dernières,  par  exemple  ceux  qui  forment  les  premiers 
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membres,  il  vient 
cos6'  -f-  cosa,  =  o,     C0S7',  -f-  cos6'  =  o,     cos «,  -f-  C0S7',  =  o, 

Ajoutant  les  deux  premières  et  retranchant  la  troisième, 
on  obtient 

2  cos6'  =  0     ou     cos6'  =  o, 

équation  qui  en  entraine  immédiatement  cinq  autres  \  de 
sorte  que  Ton  a 

COSÔ'  =  o,        COS7  =:  O,       COSa',  =:  O, 

cos6,=  o,     COS7',  =  O,      cosai  =  O. 

La  première  exprime  que  la  normale  M/n^est  dans  le  plan 
ZX,  et  par  conséquent  rencontre  la  normale  ÂZ;  d'où  il 
suit  que  AlVI  est  dans  la  direction  d'une  ligne  de  courbure 
de  la  surface  à  laquelle  ÂZ  est  normale.  U  en  serait  de 
même  des  autres  ;  de  sorte  que  ces  six  équations  démontrent 
que  les  trois  intersections  des  surfaces  proposées  sont  sur 
chacune  d'elles  dans  les  directions  de  ses  lignes  de  cour- 
bure. 

Cette  propriété  ayant  lieu  en  tous  les  points  d'une  quel- 
conque de  ces  courbes,  elle  ne  sera  donc  autre  chose  qu'une 
ligne  de  courbure  de  chacune  des  surfaces  dont  elle  est  l'in- 
tersection. On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  qui 
est  celui  de  Dupin  : 

Lorsque  trois  séries  de  surfaces  se  coupent  ortfiogona- 
lement,  leurs  intersections  ne  sont  autre  chose  que  leurs 
lignes  de  courbure  respectii^es . 

Et  comme,  dans  les  calculs  précédents,  on  n'a  fait  entrer 
que  la  considération  des  trois  surfaces  qui  passent  au  point 
A,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant,  qui  entraine  celui 
de  Dupin  : 

Si  trois  surfaces  se  coupent  de  manière  à  être  normales 
en  tous  les  points  ou  elles  se  rencontrent,  les  courbes  d'in- 
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tersection  seront,  sur*  chacune  des  trois  surfaces,  tangentes 
aux  lignes  de  courbure  menées  par  le  point  commun  aux 
trois  surfaces. 

Remarques  générales  sur  les  systèmes  de  droites  menées 

par  tous  les  points  de  l'espace, 

345.  Les  propriétés  que  nous  avons  déduites  de  la  for- 
mule (3),  relativement  aux  normales  à  une  même  surface, 
sont  caractéristiques,  c'est-à-dire  qu'elles  n'auraient  pas 
lieu  relativement  à  un  système  de  droites  dont  la  position 
serait  déterminée  pour  chaque  point  de  l'espace  par  des 
fonctions  continues  de  ces  coordonnées,  mais  qui  ne  se- 
raient pas  normales  à  une  série  de  surfaces.  Il  n'en  est  pas 
de  môme  des  propriétés  déduites  de  la  formule  (2)^  elles  ue 
caractérisent  pas  spécialement  les  normales  à  une  même 
surface.  Nous  allons  démontrer  ces  propositions  remar- 
quables, qui  se  trouvent  encore  dans  le  Mémoire  de 
M.  Bertrand. 

Soient  X,  Y,  Z  des  fonctions  continues  des  coordonnées 
rectangulaires  x,  j^  z  d'un  point  quelconque  \  elles  déter- 
minent pour  ce  point  une  droite  unique  qui  fait  avec  les 
axes  des  angles  dont  les  cosinus  c,  c',  c"  sont  proportionnels 
à  ces  fonctions •  Si  l'on  pose 

et  que  l'on  considère  toujours  le  sens  correspondant  au 
signe  -h  de  ce  radical,  ces  cosinus  auront  pour  valeurs 

Soient  maintenant  M  {fig*  i5)  un  point  quelconque  de 
l'espace,  ayant  pour  coordonnées  x^y^z\  MN  la  direction 
déterminée  par  les  équations  (i)  ;  MU,  MV  deux  directions 
faisant  des  angles  droits  Tune  avec  l'autre  et  avec  MN^ 
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a,  cl^  aP^  et  &,  h\  V  les  cosinus  des  angles  qu'elles  font  res- 
pectivement avec  les  axes.  Prenons,  sur  ces  directions, 
deux  longueurs  infiniment  petites,  MD=:  Miy  =  e,  et  aux 
points  D,  D^  menons  les  droites  DP,  IKP,  déterminées  en- 
core par  les  équations  (i)  au  moyen  des  coordonnées  de  ces 
points  respectifs. 

Gela  posé,  nous  allons  démontrer  d^ abord  la  première 
proposition  que  nous  avons  énoncée,  et  qui  consiste  en  ce 
que  les  lignes  DP,  D' P  ne  feront  des  angles  égaux  avec  les 
plans  NMD,  NRHy,  et  dans  le  sens  indiqué,  que  lorsqu'il 
sera  possible  de  faire  passer  par  un  point  arbitraire  de 
l'espace  une  surface  qui,  en  chacun  de  ses  points,  soit 
normale  à  la  droite  déterminée  par  les  formules  (i).  Dé- 
terminons d'abord  l'angle  cd  de  DP  avec  le  plan  NMU, 
ou  son  complément,  qui  est  l'angle  de  DP  avec  MV.  Re- 
marquons, pour  cela,  que  les  coordonnées  du  point  D 
seront 

et  que  les  fonctions  c,  c',  c"  de  x,  j*,  z  deviendront  respec- 
tivement, pour  ce  point, 

(âc  .  de  .,  dc\ 

,    .  ]     ,        {    de'  ,dc'  „dc'\ 


c'^-f-f 


\     dx  dy  dz  ) 


D'après  ces  valeurs  des  cosinus  des  angles  de  DP  avec  les 
axes,  le  cosinus  de  l'angle  de  DP  avec  MV,  ou  le  sinus  de 
l'angle  cd,  ou  enfin  cet  angle  lui-même,  puisqu'il  est  infi- 
niment petit,  aura  pour  expression,  en  observant  que  l'on 
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aic-hiV+iV=o, 

,/    de         ,dc         „dc\         ^,/   £fc'         ,A/        „dc'\ 
\    €tr  tfjr  dz/  \    dx  djr  dt  J 

^J    dt^  dd'  „dc''\ 

\     d!r  ^       é/j-  ^        if  z  / 

Il  est  presque  mutile  de  remarquer  que,  si  Ton  prenait  le 
point  D  sur  une  courbe  quelconque  tangente  à  MD,  la  va- 
leur de  0)  ne  subirait  aucun  changement,  puisque  nous  né- 
gligeons les  infiniment  petits  du  second  ordre. 

Si  maintenant  on  veut  calculer  l'angle  de  lyP  avec  le 
plan  NMV,  et  dans  le  même  sens  par  rapport  à  ce  plan, 
il  faudra,  dans  l'expression  précédente,  changer  a,  a',  a 
en  i,  V^  V^  et  i,  i',  V  en  —  a,  —  a ,  —  a!'.  Si  donc  oa 
prend  cet  angle  en  sens  contraire,  ce  qui  se  fera  en  chan- 
geant les  signes,  on  aura,  en  le  désignant  par  &)', 

I ^  de         ..de        ,„dc\  ,f,dc^        ..de' 

\    dx  dy  dzj  \    dx  djr 

Ce  que  nous  cherchons,  c'est  la  condition  pour  que  oiz=(à\ 
quelle  que  soit  la  direction  MU.  Or,  en  formant  la  diffé- 
rence CD  —  0)',  et  se  rappelant  les  formules  connues 

ab'  —  ba'  =  <r,     a^  —  b" a  =  e,     a' b" -^  b'a'zr^c, 

qui  résultent  de  ce  que  les  trois  directions  en  M  sont  rec- 
tangulaires comme  les  axes,  on  trouvera  immédiatement 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  angles 
0),  Cl)'  soient  égaux  est  donc  que  le  second  membre  de  cette 
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éqa4tion  soit  nul  ;  et  Ton  remarquera  que,  comme  il  ne 
dépend  que  de  quantités  constantes  pour  le  même  point 
M,  s'il  est  nul  pour  une  certaine  direction  choisie  pour 
MU,  il  le  sera  pour  toute  autre.  Mais  on  peut,  dans  cette 
équation  de  condition,  substituer  aux  quantités  c^  c\  c' 
les  quantités  respectives  X,  Y,  Z  qui  leur  sont  propor* 
tionnelles  ^  car  la  forme  de  cette  équation  fait  reconnaître 
immédiatement  que  l'introduction  d'un  facteur  commun, 
fonction  de  a:,  jr^  z^  dans  les  quantités  c,  c',  c",  ne  pro- 
duirait que  des  termes  qui  se  détruiraient,  et  un  facteur 
commun  que  Ton  pourrait  supprimer. 

Ainsi  la  condition  analytique  nécessaire  et  suffisante 
pour  l'égalité  des  angles  &),  o)'  est 

Or  cette  condition  est  précisément  celle  de  Tintégrabilité 
de  Téquation 

X//ar -4- Y  Jr  •+- Zfi?z  =  O  ; 

et,  quand  elle  sera  remplie,  cette  dernière  équation  re- 
présentera une  série  de  surfaces,  en  chaque  point  des- 
quelles la  normale  fera,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les 
cosinus  seront  proportionnels  à  X,  Y,  Z. 

Ainsi,  l'égalité  des  angles  w,  ci>'  e/i  un  point  quel^ 
conque  M  de  l'espace  entraîne  cette  conséquence,\  que, 
par  un  point  arbitraire,  on  peut  faire  passer  une  surface 
telle,  que  ses  normales  se  confondront  avec  les  droites  du 
système  en  question. 

Cette  propriété,  que  nous  avions  reconnue  pour  une 
surface  quelconque,  est  donc  caractéristique;  elle  n'ap- 
partient qu'aux  normales  à  une  surface  :  elle  ne  subsiste 
plus  pour  tout  autre  système  de  droites. 

346.  Le  second  membre  de  l'équation  (3)  ne  dépendant 
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nullement  de  la  direction  particulière  de  MU,  il  s'ensuit 
que  la  différence  des  angles  o>,  <ù\  qui  est  nulle  dans  le 
cas  des  normales  à  une  même  surface,  est  constante  pour 
un  même  point,  lorsque  Ton  considère  un  système  quel- 
conque de  droites,  déterminées  en  chaque  point  par  des 
fonctions  continues  de  x^j^z.  Cette  remarque  est  due  a 
M.  Sturm. 

347.  Passons  maintenant  aux  propriétés  résultant  de 
la  comparaison  des  courbures  des  sections  normales  faites 
dans  une  surface  par  des  plans  formant  entre  eux  un 
angle  droit,  et  voyons  si  elles  sont  caractéristiques  comme 
les  précédentes,  ou  si  elles  subsistent  lorsque,  au  lieu  des 
normales  à  une  même  surface,  on  considère  un  système 
continu  quelconque  de  lignes  droites.  Dans  une  surface, 
les  normales  à  la  section  ne  sont  autre  chose  que  les  pro- 
jections des  normales  à  la  surface  sur  le  plan  de  cette  sec- 
tion, et  la  courbure  de  la  section  est  le  rapport  de  1* angle 
de  deux  normales  infiniment  voisines  à  Tare  compris. 
Nous  allons  généraliser  cette  considération  pour  le  système 
de  droites  déterminées  en  chaque  point  de  l'espace  par  les 
fonctions  X,  Y,  Z.  Pour  cela,  nous  ferons  passer  par  une 
quelconque  MN  de  ces  droites  un  plan  quelconque  NMU, 
et  nous  projetterons  sur  ce  plan  toutes  les  droites  du  sys- 
tème qui  se  rapportent  à  ses  différents  points.  Leurs  direc- 
tions étant  déterminées  en  fonction  des  coordonnées  de 
chaque  point  rapportées,  par  exemple,  à  des  axes  pris  dans 
ce  plan,  on  sait  qu^il  existe  une  série  de  courbes  normales 
à  ces  droites,  parce  qu'une  équation  différentielle  entre 
deux  variables  a  toujours  une  intégrale,  et  nous  considére- 
rons celle  de  ces  courbes  qui  passe  par  le  point  M.  Lors- 
que le  système  général  des  droites  deviendra  celui  des 
normales  à  une  série  de  surfaces,  cette  courbe  ne  sera 
autre  chose  que  la  section  de  la  surface  passant  en  M  par  le 


INTÉGEATIOir   DES    ÉQUATIOKS    DIFFÉREITTIELLES.       4?^ 

plan  NMU.  Cela  posé,  la  courbure u  delà  courbe  que  nous 
venons  de  déterminer  s'obtiendra  comme  dans  le  cas  où 
les  droites  sont  normales  à  une  même  surface.  On  prendra 
sur  MU  une  longueur  infiniment  petite  MD  =  e  ^  on  mè- 
nera par  le  point  D  la  droite  DP  du  système  en  question, 
et  l'on  cherchera  le  cosinus  de  l'angle  qu'elle  fait  avec 
MU  ;  il  sera  le  même  que  celui  que  la  projection  de  DP  sur 
NMU  fait  avec  MU,  et  par  conséquent  sera  le  sinus  de 
l'angle  de  cette  projection  avec  JNM,  ou  cet  angle  même. 
En  faisant  usage  des  formules  déjà  calculées  pour  la  direc- 
tion DP,  et  observant  d'ailleurs  que 

ac  -^a'c'-r-  û'V  =  o, 

ou  a  pour  le  cosinus  de  l'ailgle  des  deux  directions  MN, 
DP,  ou  pour  l'angle  de  contingence  de  la  courbe  dont  il 
s'agit, 


-+-« 


f  de      ,dc        dc\       ,f  ae      ,d(/      „dc'\ 

\    dx  djr  dzj  \    dx  dy  dz  f 

\    dx  dy  dz  I 

En  divisant  cette  expression  par  £,  on  aurait  la  courbure 
cherchée  u.  Mais  si,  pour  simplifier  les  calculs,  on  prend 
la  direction  MN  pour  axe  des  z^  on  aura  a^'  =:  o,  et  l'ex- 
pression de  V  sera,  en  désignant  par  et!  l'angle  que  fera  MU 
avec  le  nouvel  axe  des  x, 

...                de        ,          [de        dd\    ,  ^^'    •  ^ 

{4J        y}=:—  COS'a  -+-  1  ^ *"  T"  )  ^^°^  ^**  "*■  Zf  **^  "• 

Or  cette  formule  va  nous  démontrer  les  mêmes  propriétés 
que  nous  ont  offertes  les  sections  normales  d'une  surface. 

En  effet,  si  nous  changeons  a  en  a-^ — >  nous  trouverons 

pour  la  courbure  v'  relative  au  plan  perpendiculaire  à 
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NMU 


d'où 


,       de   .  ,         /de       dd\   ,  de* 

V  =  —  srn'a  —  l  3"  +  ^  )  ^^^^  cosa  -J-  ^  cos'a. 


,       de        de' 

V  -h  V   =  — — I --• 

dx        dy 


La  somme  des  courbures  relatives  à  deux  plans  perpendi- 
culaires entre  eux,  passant  par  MN,  est  donc  constante; 
d  où  il  suit  déjà  que,  si  Tune  est  maximum,  l'autre  sera 
minimum,  et  réciproquement;  mais,  comme  cela  n'indique 
ni  le  nombre,  ni  la  position  des  plans  qui  se  rapportent  à 
ces  maxima  ou  minima,  cherchons,  en  général,  les  valeurs 
de  a  qui  peuvent  donner  de  pareilles  valeurs  de  u.  La  règle 
ordinaire  conduit  à  Téquation 


8m2 


[de        d(/\  (de        dc'\ 


d'où  il  résulte  que  les  valeurs  de  a  ne  construiront  que  deux 
directions,  à  angle  droit  l'une  sur  l'autre,  et  correspondant, 
par  conséquent,  l'une  à  un  maximum  et  l'autre  à  un  mini- 
mum de  courbure. 

On  voit  donc  que  les  propriétés  relatives  à  la  courbure 
des  sections  normales  ne  sont  pas  caractéristiques  pour  les 
surfaces  \  car  elles  se  retrouvent  pour  tout  système  de  di- 
rections déterminées  en  chaque  point  par  des  fonctions 
continues  quelconques  des  coordonnées  de  ce  point.  Cette 
distinction  entre  les  propriétés  qui  conviennent  à  tous  les 
systèmes  et  celles  qui  ne  conviennent  qu'aux  normales  à 
une  série  de  surfaces  mérite  une  attention  particulière. 

348.  Nous  terminerons  cette  discussion  par  la  recherclie 
des  directions  perpendiculaires  à  MN  [fig-  i5),  suivant  les- 
quelles il  faudrait  marcher  pour  que  les  droites  infiniment 
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voisines  se  rencontrassent.  On  sait,  par  ce  qui  précède, 
qu'il  ne  peut  y  en  avoir  deux  rectangulaires  en  chaque 
point  ^  car  alors  les  droites  proposées  seraient  normales  k 
une  même  surface^  mais  on  ignore  s'il  en  existe,  et  com- 
ment elles  se  trouveront  situées. 

Soit  MU  une  direction  telle,  que  la  droite  NP  du  sys- 
tème, menée  par  le  point  D  situé  à  une  distance  infiniment 
petite  e  de  M,  rencontre  MN,  en  négligeant  toujours  les 
infiniment  petits  du  second  ordre. 

Il  est  nécessaire  et  suffisant,  pour  cela,  que  l'angle  co, 
exprimé  par  la  formule  (3),  soit  nul.  Cette  condition  sera 
plus  facile  à  interpréter  si  l'on  prend  la  droite  MN  pour 
axe  des  z  ]  on  aura  alors 

«"  =  0,     *"  =  o; 

et,  si  l'on  désigne  par  a  l'angle  de  MU  avec  l'axe  des  x,  d'où 
résultera 

a  =  cosa,     «'=sinj.,     ^  =  --sina,     b'=:cosx, 

l'équation  qui  exprime  la  rencontre  de  MN  avec  les  droites 
infiniment  voisines  devient 

de    .  ^  ,  f  de        dc\       dc^ 

—-  sm'a  4-  sma  cosa  I  -r r-  | r-  cos'a  =  o, 

dy  \rtj:        djr  J        dx 

ou,  en  divisant  par  cos^a, 

de  ^         [de        dc'\  de' 

(g)  -  tang'a  +  (55  -  ;^J  tanga  -^  =  0. 

Cette  équation  étant  du  second  degré  prouve  qu'en  chaque 
point  il  y  a  deux  directions  au  plus  jouissant  de  la  propriété 
en  question,  si  l'on  excepte  les  points  singuliers  pour  les- 
quels les  trois  coefficients  seraient  nuls,  auquel  cas  toute 
valeur  conviendrait  pour  oc.  On  peut  d'ailleurs  facilement 
vérifier  que  ces  deux  directions,  lorsqu'elles  existent,  ne 
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peuvent  être  à  angle  droit  en  chaque  point,  si  les  droites 
du  système  ne  sont  pas  normales  à  une  même  surface.  En 
eflet,  la  condition  d'intégrabilitë  de  Téquation 

n'ayant  pas  lieu,  on  n'a  pas,  à  l'origine  des  coordonnées, 

ify        dx  djr       dx^ 

donc  le  produit  des  racines  de  l'équation  (g)^  qui   est 

—  —  î  n'est  pas  égal  à  —  i^  et,  par  conséquent,  les  direc- 

tions  données  par  les  deux  racines  de  cette  équation  ne  sont 
pas  rectangulaires. 

Lignes  de  courbure. 

349.  Si,  par  tous  les  points  d'une  ligne  tracée  sur  une 
surface,  on  mène  des  normales  à  cette  surface,  elles  sont, 
en  général,  dans  des  plans  différents,  et  la  plus  courte  dis- 
tance  de  deux  d'entre  elles,  correspondant  à  des  points  in- 
finiment voisins  sur  la  surface,  est  un  infiniment  petit  du 
même  ordre  que  la  distance  de  ces  deux  points  et  que  l'angle 
de  ces  mêmes  normales. 

Nous  avons  déterminé,  dans  le  n^  340,  les  équations  dif- 
férentielles des  lignes  qu'il  faudrait  tracer  sur  une  surface 
pour  que  la  plus  courte  distance  des  normales  successives 
fût  non  pas  nulle,  mais  infiniment  petite  par  rapport  à  la 
distance  des  points  correspondants  de  la  surface,  ou,  en 
général,  à  l'accroissement  infiniment  petit  du  premier 
ordre  des  paramètres  qui  en  déterminent  la  position;  et 
nous  avons  vu  que  cette  plus  courte  distance  sera  au  moins 
du  troisième  ordre.  Il  est  facile  d'en  conclure  que  les  nor- 
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maies  se  trouveront  alors  t  angentes  à  une  même  courbe  à 
double  courbure,  et  que  leur  ensemble  formera,  par  con- 
séquent, une  surface  développable. 

En  effet,  soient  M,  Mi,  M^,. .  •  les  pieds  des  perpendi- 
culaires communs  à  chacune  de  ces  droites  successives  et  à 
la  suivante.  Le  polygone  MMiMf  •  •  aura  ses  côtés  infi- 
niment petits  du  premier  ordre,  si  Ton  excepte  le  cas  par- 
ticulier où  tous  ses  sommets  tendraient  à  se  réunir  en  un 
même  point.  Il  tendra  donc  vers  une  certaine  courbe  géné- 
ralement à  double  courbure. 

Si  maintenant  on  considère  le  triangle  qui  a  pour  côtés 
MMi  et  la  commune  perpendiculaire  passant  par  M,  son 
angle  en  Mi  sera  infiniment  petit,  puisque  le  côté  opposé 
est  d'un  ordre  supérieur  à  MMi  ^  d'où  il  suit  que  l'angle  de 
IVIMi  avec  la  droite  du  système  qui  passe  en  M|  tend  vers 
zéro.  Donc  toutes  ces  droites  ont  pour  limites  les  tangentes 
à  la  courbe  limite  des  points  M,  Mi,  Mi, ....  Nous  avons 
nommé  lignes  de  courbure  les  lignes  tracées  sur  une  sur- 
face, et  jouissant  de  cette  propriété,  que  la  plus  courte  dis- 
tance des  normales  est  du  troisième  ordre.  Nous  allons  les 
retrouver  par  cette  considération  que  leurs  équations  soient 
satisfaites  par  les  coordonnées  d'un  même  point,  en  négli- 
geant les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier. 

Soient  a:,  y^  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
d'une  surface,  les  équations  de  la  normale  en  ce  point  se- 
ront 

X  —  x'-h/?(z  —  s')  =  o,     X — y +  7(2  —  z')=:0. 

Le  point  d'intersection  de  cette  ligne  et  de  la  normale 
au  point  infiniment  voisin ,  dont  les  coordonnées  sont 
x!  +  dxf^  j'-h  dy^  z* •+•  dz\  sera  donné,  en  négligeant  les 
infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier,  par  la  com- 
binaison de  ces  deux  équations  et  de  leurs  différentielles 
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par  rapport  à  sf^y*^  J^  qui  sont 

—  dx'-'pdz' -4- (r^ir'-h  sd/)  («  —  z')  =  o, 

—  rfy  —  qdz*  -h  [tdy  -h  sdx')  [z  —  z')  =  O, 

OU,  en  remplaçant  d:^  par  pdx^^  ^^j'^ 

m  ^  {^'^P')d^-hpqdy={rdjr'^sdy){z^z'), 

\  {i'hq')dy'^pqda:'=z{tdy'^sdjc'){z^z'). 

La  condition  pour  que  les  deux  normales  se  rencontrent 
s'obtiendra  en  exprimant  que  les  valeurs  de  z  —  zf  sont  les 
mêmes  dans  ces  deux  dernières  équations^  on  retrouve 
ainsi  réquation  du  n*>  340, 

rdx'  -h  sdy  idy  -h  sda/ 

{l-\'P^)dx*  -^-pqdy  "*"  [l '\- q")  dy -^ pqdx?^ 

équation  qui  est  la  même  que  Téquation  (3)  du  n^  330,  et 

ày 
donne,  par  conséquent,  pour  ^  »  les  deux  valeurs  qui  se 

rapportent  aux  tangentes  des  sections  normales  de  cour- 
bures maximum  et  minimum.  Seulement  il  faut  bien 
observer  que  cette  équation  n'exprime  pas  que  les  deux 
normales  se  coupent  réellement,  puisqu'on  a  négligé  les 
termes  du  second  ordre;  mais  que  l'on  trouvera  pour 
X,  j^  z  des  valeurs  qui  satisferont  aux  équations  de  la 
première  normale,  et  telles  que,  augmentées  de  quan- 
tités d'ordre  supérieur  au  premier,  elles  satisferaient  i  la 
seconde.  Elle  exprime  donc  que  la  plus  courte  distance 
des  deux  normales  est  un  infiniment  petit  du  troisième 
ordre. 

En  chassant  les  dénominateurs,  on  lui  donnera  la  forme 
suivante  : 

(g)   I  ^ 
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3S0.  Remarque.  —  Si  l'on  considère  la  normale  en  un 
point  M  d'une  surface,  on  peut  se  proposer  de  déterminer 
la  courbe  qu'il  faudrait  tracer  sur  la  surface  pour  que  les 
normales  à  cette  surface  menées  par  tous  les  points  de 
cette  courbe  rencontrassent  rigoureusement  la  première. 
Cette  courbe  aurait  la  même  tangente  en  M  que  la  ligne 
de  courbure,  mais  ne  se  confondi*ait  pas  avec  elle.  On  a 
pensé  qu'en  prenant  sur  cette  courbe  à  partir  de  M  un  arc 
infiniment  petit  MM',  puis  construisant  une  courbe  jouis- 
sant de  la  même  propriété  relativement  à  la  normale  en 
M^,  et  continuant  ainsi  indéfiniment,  on  aurait  tracé  sur 
la  surface  une  courbe  telle,  que  les  normales  menées  par 
ses  difi*érents  points  se  rencontreraient  rigoureusement, 
ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  les  lignes  de  courbure.  Cette 
supposition  est  illusoire.  On  remarquera  d'abord  que  les 
normales  aux  divers  points  d'un  de  ces  arcs  infiniment 
petits  coupent  toutes  la  première,  mais  ne  se  couperaient 
pas  entre  elles  ;  de  sorte  qu'il  ne  faudrait  considérer  que 
les  extrêmes,  ce  qui  n'ofire  rien  de  bien  net  à  l'esprit.  Il 
est  facile  de  voir  ensuite  que  le  lieu  limite  de  ces  arcs 
n'est  autre  chose  que  la  ligne  de  courbure;  car,  puisqu'en 
chacun  de  ses  points  il  est  tangent  à  la  ligne  de  courbure 

passant  en  ce  point,  le  ^  y  a  la  même  valeur,  et  l'équa- 
tion différentielle  de  cette  ligne  est  la  même,  et  conduira 
à  la  même  équation  finie.  Il  reste  donc  à  s'expliquer 
comment  la  surface,  lieu  des  normales  qui  ne  se  rencon- 
trent pas  rigoureusement,  peut  être  la  limite  d'une  sur- 
face formée  par  les  normales  qui  se  rencontrent  réelle- 
ment, c'est-à-dire  comment  une  surface  polyédrique  peut 
tendre  vers  une  surface  où  les  génératrices  successives 
ne  se  coupent  pas.  Or  c'est  ce  dont  on  rencontre  à  chaque 
instant  des  exemples.  Par  exemple,  la  surface  formée  par 
les  côtés  infiniment  petits  d'un  polygone  inscrit  dans  une 

Cale.inf.D,  -^11*  3ï 
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courbe  à  double  courbure  a  pour  limite  celle  qui  est 
formée  par  les  tangentes;  cependant  ces  dernières  ne  se 
rencontrent  pas,  tandis  que  les  génératrices  de  la  prenùère 
surface,  ou  les  côtés  indéfinis  du  polygone,  se  rencontrent. 
C'est  même  à  cause  de  cela  qu'on  appelle  surface  déifetop- 
pable  le  lieu  de  ces  tangentes,  parce  que  c'est  la  limite 
d'une  surface  composée  de  faces  planes  ayant  chacune  une 
droite  commune  avec  la  suivante,  et  pouvant  par  consé- 
quent être  rabattues  toutes  sur  un  même  plan,  sans  solu- 
tion de  continuité. 

dr' 
3Si .  Si  Ton  élimine  —7  entre  les  équations  (8),  il  vient 

{      \  ^-^P'—  r{z^z')  __     pq  ^s[z^z') 

pq  —  s[z--z')      ""  I -f-<72— f(:5-— z'j' 

Cette  équation,  jointe  aux  équations  de  la  normale 

.r  — .r'-4-/>(a  —  3')=o,     ^  —  ^ H-  ç(z  —  s')  =  o, 

déterminera  les  coordonnées  x^yy  z  du  point  de  rencontre 
des  deux  normales  infiniment  voisines  \  et  l'on  aura  la  sur- 
face, lieu  de  tous  ces  points  de  rencontre,  en  éliminant 
a/,  j^,  J  entre  ces  trois  équations  et  celle  de  la  surface 
donnée. 

352.  Les  équations  (8)  ne  dififèrent  des  équations  (3  bis) 

que  par  le  changement  de  ^^  en  [z  —  s!),  La  valeur  de 

{z  —  z!)  yj\  +  p*-\-  7',  OU  la  partie  de  la  normale  com- 
prise entre  le  point  de  la  surface  et  le  point  de  rencontre 
avec  la   normale  infiniment  voisine,  sera   donc  égale  a 

zr  ^i  H-p*-!-^*  ou  à  R.  Ainsi  les  distances  du  point  de 

la  surface  aux  points  où  les  normales  infiniment  voisines 
se  rencontrent  sont  égales  aux  rayons  des  courbures  prin- 
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cipales.  Ces  deux  points  de  rencontre  ne  sont  donc  autre 
chose  que  les  centres  des  courbures  principales. 

353.  Cela  posé,  déterminons  la  courbe  qui,  en  chacun 
de  ses  points,  jouit  de  la  propriété  d'être  tangente  à  la 
section  principale,  et  qui  est  telle,  par  conséquent,  que 
les  normales  à  la  surface,  menées  par  deux  points  infini- 
ment voisins,  pris  sur  cette  courbe,  se  rencontrent.  Les 
coordonnées  a/,  y',  s!  d'un  quelconque  de  ces  points  sa- 
tisferont à  l'équation  (9)  et  à  celle  de  la  surface  :  cette 
dernière  donne  2!  en  fonction  de  od^y^  et,  si  Ton  substitue 
cette  valeur  dans  l'équation  (9),  on  aura  une  équation 
du  premier  ordre  entre  a/,  ^,  et  du  second  degré  par 

rapport  à  -—;;  on  l'intégrera,  et  l'on  aura  deux  équations 

finies,  renfermant  chacune  une  constante  arbitraire,  que 
l'on  déterminera  en  exprimant  que  chacune  de  ces  deux 
équations  entre  cd  et  y'  est  satisfaite  par  les  coordonnées 
du  point  de  la  surface  par  lequel  on  voudra  faire  passer  les 
courbes. 

C'est  ainsi  qu'on  détermine  les  équations  de  ces  lignes 
remarquables,  auxquelles  on  a  donné  le  nom  de  lignes  de 
courbure. 

354.  Cherchons  maintenant  l'équation  de  la  surface 
développable,  lieu  des  normales  à  la  surface  donnée, 
menées  par  tous  les  points  d'une  de  ses  lignes  de  cour- 
bure. 

Les  équations  d'une  quelconque  de  ces  normales  seront 

X—  x'-4-/?(z  — z')  =  O,     X  —  y  -{-q{z  —  z)=iOy 

et  les  coordonnées  j/,  j^,  z!  devront  satisfaire  à  l'équation 
de  la  surface  donnée  et  à  l'intégrale  de  l'équation  (9).  Si 
donc  on  élimine  a/,  7^,  xf  entre  ces  quatre  équations,  l'équa- 
tion finale  entre  or,  j^,  z  sera  celle  de  la  surface  cherchée. 

3i. 
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Les  deux  surfaces  obteaues  ainsi  pour  les  deux  lignes  de 
courbure  qui  passent  par  un  même  point  se  coupent  à 
angle  droit  ;  et,  en  général,  toutes  celles  qui  se  rapportent 
à  Tun  des  systèmes  de  lignes  de  courbure  coupent  à  angle 
droit  toutes  celles  qui  se  rapportent  à  l'autre  système. 

3o5.  Enfin,  si  Ton  veut  connaître  le  lieu  des  points  de 
rencontre  des  normales  consécutives,  ou  Taréte  de  rebrous- 
sèment  de  la  surface  qui  est  le  lieu  de  ces  normales,  il  faudra 
joindre  Téquation  (lo)  à  celles  qui  ont  déterminé  l'équation 
de  cette  surface.  On  en  éliminera  a/,  y^  z',  au  moyen  des 
deux  équations  de  la  normale  et  de  celle  de  la  surface  don- 
née ^  on  aura  ainsi  une  seconde  équation  entre  a:,  y^  z,  qui, 
jointe  à  celle  de  la  surface  développable,  déterminera  Tarête 
de  rebroussement  qui  correspond  à  la  ligne  de  courbure  que 
Ton  considère. 

Cette  seconde  équation  entre  x^y^z^  étant  indépendante 
de  la  ligne  de  courbure,  est  satisfaite  par  les  arêtes  de  re- 
broussement relatives  à  toutes  les  lignes  de  courbure  de  la 
surface  donnée  ^  elle  représente  donc  le  lieu  de  ces  arêtes, 
ou  de  tous  les  points  de  rencontre  des  normales  consécutives 
de  la  surface  donnée. 

356.  Les  points  de  rencontre  des  normales  consécutives 
sont,  comme  nous  l'avons  dit,  les  centres  des  cercles  oscu- 
lateurs  des  sections  principales;  mais  il  faut  bien  se  garder 
de  croire  qu'ils  soient  les  centres  des  cercles  oscillateurs  des 
lignes  de  courbure;  car  les  normales  qui  y  passent  sont 
tangentes  à  une  même  courbe,  propriété  qui  n'appartient 
jamais  aux  normales  qui  passent  par  les  centres  de  cour- 
bure d'une  courbe  qui  n'est  pas  plane.  Or,  en  général,  les 
lignes  de  courbure  ne  sont  pas  planes,  et  même  elles  pour- 
raient l'être  sans  que  leurs  cercles  osculateurs  se  confon- 
dissent nécessairement  avec  ceux  des  sections  principales  : 
on  en  voit  tm  exemple  très-simple  dans  les  parallèles  d'une 
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surface  de  révolution.  D  faut,  pour  que  les  centres  de  cour- 
bure des  sections  principales  soient  ceux  des  lignes  de 
courbure,  que  les  plans  oscillateurs  de  ces  lignes  soient 
normaux,  et  que,  par  conséquent,  les  lignes  de  courbure 
soient  les  lignes  de  plus  courte  distance  sur  la  surface, 

application  au  paraboloïde  elliptique. 

357.  Soient  âa,  ai  les  paramètres  des  paraboles  prin- 
cipales d'un  paraboloïde  dont  Taxe  est  dans  la  direction 
des  z  positifs  ;  l'équation  de  cette  surface  sera 


.r2  y» 

aa    '    26 


et  Ton  aura 


X  r  I  I 

»=r-,       7=T'        r=:-»       ^=T1       S  =  0. 

a  b  a  b 

L'équation  (9),  qui  appartient  aux  deux  lignes  de  cour- 
bure, devient  ainsi,  en  posant  j  =  A,  a  [a  —  b)=  —  B, 

Si  l'on  di£rérentie  cette  équation,  on  obtient 

-[^(iy-]('i-)=<- 

Si  l'on  tire  de  la  précédente  la  valeur  de  x'  —  Kj'  —  B, 
et  qu'on  la  reporte  dans  la  dernière,  on  trouve 

d'y       dy  {    dy         \ 


r 

ds? 
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Divisant  par  j^^ —î  elle  devient 


dx 

d^r       dy 
d.r^         dx         I 

dy        j       X 

dx 

Les  trois  termes  étant  des  dérivées  exactes,  on  aura,  en 
intégrant, 

A    ^   dy        .  ,  dy        ^x 

l._^H.,.^_,..  =  0      OU      -=C-, 

d'où  Ton  tire,  en  intégrant  de  nouveau. 

Mais  cette  équation,  avec  deux  constantes  arbitraires,  est 
l'intégrale  de  Téquation  du  second  ordre,  et  doit  renfermer, 
comme  cas  particulier,  celle  de  la  proposée.  En  substituant 
cette  valeur  àej  dans  Téquation  du  premier  ordre,  on  trou- 
vera entre  C  et  C  une  condition  qui  réduira  ces  constantes 

à  une  seule.  Cette  condition  est  C'= tt;'  de  sorte  que 

1  -4- AC  ^ 

l'équation  générale  des  lignes  de  courbure  du  paraboloïde 

est 


AC 

OU,  en  substituant  à  A  et  B  leurs  valeurs. 

Ces  courbes  se  projetteront  donc  sur  le  plan  des  x  et  j 
suivant  des  hyperboles  ou  des  ellipses,  suivant  que  C  sera 
positif  ou  négatif. 

La  valeur  de  cette  constante  sera  déterminée  si  l'on 
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donne  les  coordonnées  x\  y'  du  point  de  la  surface  par 
lequel  on  veut  faire  passer  la  ligne  de  courbure  :  on  aura 
ainsi  l'équation 

o  -t-  aCi 
ou 

ax"0  -f-  [èx'»—  û/*-f-  ah  [a  —  b)\C  —  5/»'=  O; 

d'où  Ton  tire  pour  C  des  valeurs  réelles  inégales,  Tune 
positive  et  l'autre  négative,  que  nous  désignerons  par  a 
et  —  6.  Les  projections  des  deux  lignes  de  courbure  qui  se 
croisent  au  point  donné  ont  donc  pour  équations 

ab(a  —  b)ct 
b  -{-  aoL 
et 

^   ,       abia  —  b]^ 
^--^"'^       at-b      ' 

Si  l'on  suppose  a  ]>  6,  la  parabole,  située  dans  le  plan 
des  a:  et  z,  est  celle  qui  a  le  plus  grand  paramètre.  Les 
hyperboles  suivant  lesquelles  se  projettent  les  lignes  de 
courbure  ont  alors  leur  axe  réel  dans  la  direction  de  Taxe 


des  j-,  et  sa  longueur  est  i/  — ^— —  \  elle  est  maximum 

pour  a  =  oo  ,  et  sa  valeur  est  \jb[a —  b)\  les  hyperboles 
se  réduisent  alors  à  l'axe  des  j^.  On  voit  donc  qu'en  portant 
sur  Taxe  des  j^  de  part  et  d'autre  de  l'origine,  des  longueurs 

égales  à  \lh[a  —  6),  on  aura  les  limites  entre  lesquelles 
tombent  les  sommets  des  hyperboles,  qui  sont  les  projec- 
tions d'un  des  systèmes  de  lignes  de  courbure. 

L'équation  qui  représente  les  projections  des  lignes  de 
l'autre  système  donne  toujours  des  ellipses  réelles,  parce 

que  l'on  a  aê  —  i  ]>  o  ou  6  ]>  -•  En  effet,  si  Ton  sub- 
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stitue à  C  dans  l 'équation  qui  détermine  cette  con- 
stante, on  trouve  un  résultat  négatif;  et,  comme  elle  n'a 
qu'une  seule  racine  négative,  cette  racine  est  numéri- 
quement plus  grande  que  -;   ainsi  l'on  a  6]>-9  quels 

que  soient  x\  j^,  et  l'équation  ne  donne  que  des  ellipses 
réelles. 

Le  demi-axe  des  x  est  égal  à  i.  — _ — y— ^9  et  le  demi- 
axe  des  J'  à  4/  — — — ~-^  •  La  valeur  minimum  de  ce  der- 
nier correspond  à  6  =  00  ,  et  est  ^i{a  —  î)  \  elle  donne  les 
mêmes  points  déjà  trouvés  pour  la  limite  supérieure  des 
axes  réels  des  hyperboles.  Dans  ce  cas,  l'ellipse  se  confond 
avec  une  partie  de  l'axe  des  y. 

Si  l'on  a  j/  =  o,  une  valeur  de  C  est  infinie;  l'autre 

est  positive  si  l'on  ^ y<i\lb[a  —  i),  et  négative  dans  le 
cas  contraire.  Dans  le  premier  cas,  les  projections  des 
deux  lignes  de  courbure  sont  une  hyperbole  et  l'axe  des^; 
dans  le  second  cas,  elles  se  composent  d'une  ellipse  et  de 
l'axe  desj^'. 

Si  j^  =  o,  une  des  valeurs  de  C  est  nulle,  et  l'autre  né- 
gative. Les  deux  lignes  de  courbure  sont  alors  une  ellipse 
et  l'axe  des  x. 

3^.  Les  équations  qui  déterminent  les  ombilics  de- 
viennent, dans  le  cas  que  nous  examinons, 

ce  qui  donne  les  deux  systèmes 

X  =  o,     y  =zdt:^h{a  —  b)     et    /  =  o,     x  =z±\Ja[b  —  a  , 

On  voit  qu'un  seul  donne  des  coordonnées  réelles;  et, 
dans  le  cas  actuel,  c'est  le  premier,  puisque  nous  avons 
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supposé  a^b.  Il  y  a  donc  deux  ombilics  dans  le  parabo* 
loïde  elliptique;  ils  se  trouvent  sur  la  parabole  principale 
qui  a  le  plus  petit  paramètre,  et  ne  sont  autre  chose  que  les 
deux  points  que  nous  avons  déjà  reconnus  comme  limite 
des  sommets  des  lignes  de  courbure. 

359.  Si  le  paraboloïde  est  de  révolution,  les  ombilics  se 
confondent  avec  le  sommet.  Les  deux  valeurs  de  C  de- 

viennent  '—  et  —  i  ;  et  les  équations  des  lignes  de  courbure 
sont 

v'a  o 

la  première  représente  tous  les  plans  passant  par  Taxe  de 
révolution,  et  la  seconde,  des  cylindres  ayant  pour  base, 
sur  le  plan  des  xy^  des  cercles  de  rayon  arbitraire  ayant 
leur  centre  au  sommet.  Les  lignes  de  courbure  sont  donc 
les  méridiens  et  les  parallèles,  comme  cela  a  lieu  dans 
toutes  les  surfaces  de  révolution.  Quant  au  lieu  des  centres 
de  courbure,  il  se  compose  évidemment  de  l'axe  de  ré- 
volution et  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de 
la  développée  de  la  courbe  méridienne*  autour  du  même 
axe. 

application  à  l'ellipsoïde. 

360.  Considérons  maintenant  Tellipsoïde  ayant  pour 

équation 

x^       r'       «* 

On  trouvera  par  la  différentiation 
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Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (9),  on  obtient 

dr 

-^-  [ ^1  (a»  —  c')x>  -H  à} (c»  —  b^)j^  —  a} b^ (a»  —  ^')]  ^ 

-h  6^(c'—  a=)jy  =  0. 

Si  Ton  pose 
elle  devient 

équation  de  même  forme  que  celle  qui  vient  d'être  trouvée 
dans  le  cas  du  paraboloïde,  et  que  l'on  traitera  semblable- 
ment.  Les  projections  des  lignes  de  courbure  seront  des 
ellipses  ou  des  hyperboles,  dont  la  discussion  se  fera  sans 
difficulté. 


*—* 
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NOTE  SUR  LES  INTEGRALES  PRISES  ENTRE  RES  LUITES 

IMAGINAIRES  -, 

Par   m.   J.   BERTRAND, 

Membre  de  l'Institut. 


Définitions. 

1 .  L'introduction  des  expressions  imaginaires  dans  le  Calcul  inlégral 
est  déjà  fort  ancienne.  Euler  et  Laplace,  invoquant  seulement  la  géné- 
ralité de  l'Analyse,  ont  souvent  remplacé  par  des  valeurs  imaginaires 
des  constantes  supposées  d'abord  réelles,  et  obtenu  ainsi  des  formules 
importantes  dont  la  démonstration  plus  rigoureuse  n'était  pas  parfois 
sans  difficulté.  Nous  avons  rencontré  déjà  quelques  exemples  de  ce 
genre  de  considérations,  en  les  présentant  seulement  comme  un  pré- 
cieux moyen  d'induction.  Cette  théorie  n'a  pris  une  forme  rigoureuse 
que  depuis  les  travaux  de  Cauchy,  où,  pour  la  première  fois,  le  sens 
précis  des  intégrales  imaginaires  a  été  nettement  fixé. 

L'extension  pure  et  simple  de  la  définition  des  intégrales  réelles  au 
cas  des  fonctions  et  des  limites  imaginaires  conduirait  très-souvent  à 
an  résultat  mal  déterminé. 

Si  l'on  pose,  en  effet,  comme  définition, 


/ 


le  second  membre  de  cette  formule  représentera  en  général  plusieurs 


49^  APPENDICE. 

expressions  distinctes,  entre  lesquelles  rien  n*indique  la  manière  de 
choisir.  On  a  vu  que  la  plupart  Tles  fonctions  imaginaires  ont,  en  eflRrt, 
plusieurs  valeurs  différentes,  qui  ne  peuvent  être  distinguées  qu*en 
faisant  croître  la  variable  d'une  manière  continue  et  suivant  une  loi 
déterminée. 
Écrivons  par  exemple 


/, 


c^dyl^i^^ 


chacun  des  logarithmes  qui  forment  le  second  membre  est  indAter- 
miné,  et  Ton  peut  ajouter  à  Tintégrale,  définie  de  cette  manière,  un 

multiple  arbitraire  de  2tr/— i.  Une  remarque  semblable  s'applique  à 
réquation 

^c^d^~i  ^2  ^_, 

dont  le  second  membre  représente  quatre  valeurs  entre  lesquelles  on 
reste  indécis.  L'indétermination,  il  est  vrai,  ne  se  présente  pas  tou- 
jours. On  a,  par  exemple, 

et  le  second  membre  est  parfaitement  déterminé;  mais  de  tels  cas 
sont  exceptionnels,  et  une  définition  générale  et  précise  est  indispen- 
sable. 

2.  Poisson,  dans  un  Mémoire  publié  en  i8ii,  avait  rencontré  cette 
difficulté  et  fait  un  pas  vers  la  solution,  fin  appliquant  à  l'intégrale 
définie 

la  formule  générale  qui  sert  de  définition,  il  avait  trouvé 

c/— I        •*  \        •*/-l 

dx 
et  cependant  Télément  —7  est  constamment  positif. 
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La  même  difficulté  se  présente  pour  toute  intégrale  de  la  forme 


X 


—- }  dans  laquelle  m  est  un  nombre  pair.  En  calculant  de  même 


—  )  les  éléments  passent,  dit-il,  du  positif  au  négatif  et  les 

parties  infinies  peuvent  se  détruire  ;  mais  alors  il  semblerait  que  l'in- 
tégrale devrait  être  nulle,  et,  au  contraire,  elle  est  égale  à  la  quantité 
imaginaire  /(— i);  ce  logarithme  a,  comme  on  sait,  une  infinité  de 

valeurs  comprises  sous  la  forme  (2/2  +  ijttv/^,  n  étant  un  nombre 
entier  positif  ou  négatif,  et  tt  représentant  toujours  le  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre.  On  ne  voit  pas  d'abord,  dit  Poisson,  corn* 
ment  la  somme  des  éléments  qui  sont  tous  réels  peut  avoir  plusieurs 
valeurs,  et  encore  moins  comment  ces  valeurs  sont  imaginaires. 

Pour  écarter  cette  difficulté,  on  pourrait  se  borner  à  remarquer  que 
la  définition  des  intégrales  déGnies  considérées  comme  sommes  de  leurs 
éléments  suppose  essentiellement  que  ceux-ci  ne  deviennent  pas  infinis, 
et  que,  par  conséquent,  les  formules  employées  ne  sont  pas  applicables 
aux  cas  dont  il  s'agit. 

Poisson  ne  s'en  tient  pas  à  cette  raison  sommaire.  f[x)  étant  la 
dérivée  de  F  (x),  on  a,  dit-il, 

Dès  la  naissance  du  Calcul  intégral,  on  a  regardé  l'intégrale  définie 
comme  exprimant  la  somme  des  valeurs  de  la  différentielle  et  ces  va- 
leurs comme  les  éléments  de  l'intégrale  ;  et  c'est  pour  cette  raison  que 

l'on  a  indiqué  les  intégrales  par  la  lettre  / ,  initiale  du  mot  somme. 

Depuis,  on  a  senti  que  cette  notion  de  l'intégrale  était  un  véritable 
théorème  qui  a  besoin  d'être  démontré.  On  prouve  donc  maintenant^ 
dans  le  Calcul  intégral,  que  la  quantité  Y\h)—Y{à]  est  la  somme  des 
valeurs  de  f[x)dx^  lorsque  xvadex=âàx  =  6  par  degrés  infini- 
ment petits,  chacun  de  ces  degrés  étant  exprimé  par  dx.  Cette  propo- 
sition a  lieu  quels  que  soient  les  changements  de  signe  de /(:r)dlr  entre 
les  limites  a  et  b.  Elle  subsiste  aussi  alors  même  que  cette  différent 
tieUe  passe  par  des  valeurs  imaginaires;  mais  la  démonstration  qu'on 
en  donne  suppose  essentiellement  qu'entre  les  mêmes  limites  f(x) 
demeure  une  quantité  finie,  et  quand,  au  contraire,  elle  passe  une  ou 
plusieurs  fois  par  l'infini,  il  y  a  des  cas  dans  lesquels  cette  proposition 


494  APPENDICE. 

cesse  d'avoir  lieu.  Dans  ces  sortes  de  cas,  IMntégrale  définie  n'a  plus 
aucun  rapport  nécessaire  avec  la  somme  des  valeurs  de  la  différentielle, 

/dx      Cdx 
—  '    /  Ij * 

Nous  allons  faire  voir,  ajoute  Poisson,  que  Ton  peut  ramener  (»scis 
d^ezception  à  la  notion  ordinaire  des  intégrales  regardées  comme  les 
sommes  de  leurs  éléments,  ce  qui  fera  disparaître  Tespèce  d'anomalie 
qu'elles  présentent. 

II  suffit,  pour  cela,  de  faire  en  sorte  que  la  variable  x  passe  de  la 
limite  a  à  la  limite  b  par  une  série  de  valeurs  imaginaires.  Alors /(x] 
ne  deviendra  plus  infinie  pour  aucune  de  ces  valeurs  intermédiaires,  et 
l'intégrale  définie  reprendra  sa  signification  ordinaire.  Ainsi,  relatire- 

/dx 
—  1  prise  depuis  a:  =  —  i  jusqu'à  x  =  -+- 1,  je 

fais 

X  =  —  (cosz  -H  ^ — I  sinz), 

et  j'intègre  par  rapport  à  z,  depuis  z  =  o  jusqu'à  z=(^n^\]t, 
n  étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif.  Les  valeurs 
extrêmes  de  x  seront  toujours 

x  =  —  I,    X  =  -h  i; 

mais^  en  allant  d'une  limite  à  Fautre,  cette  variable  ne  passera  plus 
par  la  valeur  x  =  o,  qui  rendait  infinie  la  quantité  -  •  Nous  aurons 

X 

alors 

dx  =  (sinz—  /^cosz)<&  =  —  v^— I  (cosz  -h  v''^sin3)rfs, 

j  —=jy/^dz=z)/^-^c, 

et  l'intégrale  définie 

r-^'dx      r^^n^i)^  — 

i  —=\  v^-irf3  =  (a/l-hl)7r/-T. 

Ce  passage  très-remarquable  de  Poisson  contient  la  définition  pré- 
cise des  intégrales  imaginaires,  qui  ont  joué  depuis  un  rôle  si  impor- 
tant; mais,  satisfait  d'avoir  écarté  une  difficulté  singulière  qui  l'avait 
un  instant  étonné,  il  n'a  suivi  aucune  des  conséquences  de  son  ingé- 
nieuse explication,  en  laissant  à  Cauchy  l'honneur  de  créer  la  théorie 
nouvelle. 
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3.  La  défiDition  de  Cauchy  est  oonfonne  à  celle  de  Poisson.  L'inté- 


grale 


/ 


(f(z)dz 


est  la  limite  de  la  somme  des  valeurs  que  prend  la  différentielle  ^(z)dz, 

lorsque  z  passe  de  a  -h  ^  v/--ï  à  c  -+-  dyj^^i^  en  recevant  des  valeurs 
intermédiaires  qui  se  succèdent  suivant  une  loi  continue.  C'est  précisé- 
ment d'ailleurs,  on  le  voit,  la  définition  donnée  pour  les  intégrales 
réelles,  lorsque  la  variable,  sans  cesser  d'être  réelle,  passe  de  la  limite 
inférieure  à  la  limite  supérieure.  On  voit  que  Tintégrale  change  de 
signe,  comme  dans  le  cas  des  limites  réelles,  lorsque,  les  (^ux  limites 
se  changeant  Tune  dans  l'autre,  la  série  des  valeurs  intermédiaires 
reste  la  même,  et  est  représentée  par  la  même  courbe  parcourue  en 
sens  inverse. 

Mais  sous  l'identité  apparente  des  deux  définitions  subsiste  une 
différence  essentielle  :  lorsque  z  passe  de  la  valeur  réelle  /i  à  la  valeur 
réelle  ^,  les  valeurs  intermédiaires  réelles  qu'elle  doit  prendre  sont 
entièrement  déterminées  ;  il  n'en  est  pas  de  même  lorsqu'une  variable 

imaginaire  doit  passer  de  la  valeur  initiale  a-^r-hyj—i  à  la  valeur 

finale  c  +  dyJ—\.  Les  expressions  imaginaires  étant  représentées,  sui- 
vant Pusage  adopté,  par  les  points  d'un  plan,  si  P  et  Q  sont  les  points 
correspondant  aux  limites  de  l'intégrale,  on  peut  les  réunir  par  une 
courbe  quelconque  et  attribuer  successivement  à  2  les  valeurs  repré- 
sentées par  les  points  de  cette  courbe,  dont  la  forme  arbitraire  intro- 
duit dans  la  définition  une  indétermination  réelle,  mais  beaucoup 
moindre  cependant  que  l'on  ne  serait  porté  à  le  croire  à  première  vue. 
Si  la  courbe,  en  effet,  se  déforme  d'une  manière  continue  en  conser- 
vant les  mêmes  points  extrêmes  qui  représentent  les  limites  données, 
l'intégrale  ne  varie  pas  continuellement  avec  elle,  et  c'est  seulement 
lorsque  la  courbe  franchit  certains  points  particuliers,  nommés  points 
critiques,  qu'elle  change  brusquement  de  valeur. 

4.  Considérons,  en  effet,  l'intégrale 


/ 


^{z)dz. 
a-i-by—-i 


Si  la  définition  de  7  (2]  la  rend  susceptible  de  plusieurs  valeurs,  on  doit 
se  donner  celle  qui  correspond  au  point  P,  et  la  loi  de  continuité  suffît 
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alors  pour  déterminer  oellee  que  prend  ensuite  snooessivenMBt  la  fonc- 
tion. Soit 

M  et  N  étant  des  fonctions  données  de  x  et  de  /.  On  aura,  en  posant 

z  =  x-+- j/— I, 

et 

(i)         fo(z)dz=:   C(hLdx-''Sdx)'^x/—lC{Udj-^'Sdx. 

La  lettre^  représente,  dans  le  second  membre,  une  fonction  arbitraire 
de  X,  et  la  courbe  dont  les  points  ont  pour  coordonnées  les  valeurs 
successives  de  x  et  de  j  est  entièrement  arbitraire  ;  les  points  extrâmes 

seuls  sont  donnés  par  les  limites  de  Fintégrale  jf{z)dz.  Supposons 

que  cette  courbe,  lé  long  de  laquelle  on  intègre,  se  déforme  infiniment 
peu,  et  que  la  fonction  y  subisse  un  petit  changement  et  devienne 
/+/,,/,  étant  nul  aux  deux  limites,  le  second  membre  de  (i)  chan- 
gera de  forme  ;  mais  nous  allons  prouver  quV/t  général  il  ne  change 
pas  de  valeur. 

En  désignant  par  /  la  dérivée  de  f ,  le  second  membre  de  (i)  peut 
s'écrire 

(a)  r(M-N/)c/xn-v/^/(M/-+-N)^. 

Si  Ton  remplace  XP^^y-^-XiiXt  ^^^^ infiniment  petit,  raocroiasement 
de  (i)  est  évidemment 

mais  on  a,  x  ^^^^  ^^'^  fonction  de  x, 

/M/,*=M^,-/r,(f*f/),^, 


IlfTÉGRALES  PRISES  ENTRE  DES  LIMITES  IMAGINAIRES.   49^7 

et  l'expression  (3)  devient,  en  remarquant  que  y^  est  nul  aux  deux 
limites, 

et,  comme  on  a 

dj        dx~    ^      dy       dx'~    ^ 

00  voit  que  le  changement  de  l'intégrale  (2)  est  égal  à  zéro. 

Plusieurs  remarques  sont  nécessaires  :  en  calculant  le  changement 
de  rintégrale  (2),  nous  avons  négligé  les  infiniment  petits  du  second 
ordre,  et  par  conséquent  la  démonstration  précédente  prouve  seule- 
ment que,^  recevant  une  variation  infiniment  petite  du  premier  ordre, 
la  variation  correspondante  de  Tintégrale  (2)  est  du  second  ordre,  tout 
au  plus.  Mais  on  sait  qu'alors  cette  variation  est  rigoureusement  nulle 
et  qu'un  changement  fini  apporté  à  la  fonction  y  n'en  peut  apporter 
aucun  dans  l'intégrale. 

La  démonstration  reste  soumise  cependant  à  une  restriction  impor- 
tante :  elle  suppose  évidemment  la  continuité  des  fonctions  M  et  N,  et 
par  conséquent  celle  de  la  fonction  9»  (2).  S'il  en  était  autrement  le  ré- 
sultat ne  serait  plus  exact,  et  l'intégrale  \f^{z)dz  pourrait  changer  de 

valeur.  Si  donc  la  courbe  qui  dirige  l'intégration  se  déforme  d'une 
manière  continue,  l'intégrale  reste,  en  général,  invariable;  mais  il  peut 
arriver  qu'elle  change  brusquement  de  valeur  si  la  fonction  7  (z)  devient 
infinie  ou  acquiert  plusieurs  valeurs  égales  pour  une  certaine  valeur 
de  z,  lorsque  la  courbe  le  long  de  laquelle  on  intègre,  en  se  déformant 
d'une  manière  continue,  franchit  le  point  qui  correspond  à  cette  va- 
leur de  z. 

5.  Le  théorème  précédent  servant  de  base  à  toute  la  théorie,  il  ne 
sera  pas  superflu  d'en  donner  une  seconde  démonstration,  qui  conduira 
d'ailleurs  à  des  conséquences  un  peu  plus  étendues. 

Considérons  sur  le  plan  un  contour  fermé  quelconque  AMPÂ,  et  une 
fonction  continue  7  \i)  déterminée  pour  chaque  valeur  de  la  variable  z, 
représentée  par  un  point  intérieur  au  contour.  Je  dis  que  l'intégrale 

I  ff(z)dz  étendue  à  la  circonférence  AMP  est  égale  à  zéro. 

Calcul  inf.  D.  —  U.  32 
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Soit,  comme  plus  haut, 

Décomposons  la  surface  ÂMPÀ  ea  éléments  infiniment  petits,  oom- 


0 


pris  entre  des  parallèles  aux  axes  des  coordonnées  ;  multiplions  chaque 
élément  d^^par 

dy       €ix  \dx       dy  ) 

La  somme  des  produits  ainsi  obtenus,  c'est-à-dire 

ui  />*(f .f)-^//(S-f)**. 

est  évidemment  nulle,  en  vertu  des  deux  équations  (4)» 


dx 


=  o. 


d^_tl^_ 

dx       dy  ^    ' 


On  peut  décomposer  la  première  intégrale  de  la  manière  suivante  : 


mais  on  a 


Jf^dxdjr=fd.J''^djr. 


£n  supposant  que,  pour  la  valeur  considérée  de  x,  la  parallèle  à  Taxe 
des/  coupe  le  contour  aux  points  1,2,  3,  4,  et  nommant  M,,  M,,  Mj. 
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M^  les  valeurs  de  M  qui  y  correspondent,  on  aura 


/ 


^«/j=M,-M,^M,-M„ 


et  par  conséquent 

mais,  si  Ton  étend  l'intégrale  /  M^jt  à  la  circonférence  entière  du  con- 
tour APMA,  on  verra  que,  pour  une  même  valeur  de  elxy  cette  intégrale 
comprend  précisément  les  quatre  éléments  ilL^dx,  ^M^dx,  ^dx, 
—  ^tdxj  en  sorte  que  Féquation  peut  s'écrire 

l*intégration  étant  étendue  au  contour  entier. 
On  verra,  de  môme,  que 

et  par  conséquent  Texpression  (4),  qui  est  nulle,  se  réduit  à  Tinté- 
grale 

c'est-à-dire  à  lff(z)dz  étendue  à  la  circonférence  du  contour  proposé. 

La  démonstration  suppose,  il  ne  faut  pas  Toublier,  que  la  fonction 
f  (z)  soit  finie,  continue  et  bien  déterminée  par  les  points  qui  corres- 
pondent à  rintérieur  du  contour. 

6.  Le  résultat  précédent  ne  diffère  pas  essentiellement  de  celui  que 
nous  avons  démontré  (4)-  Si  Ton  considère  en  effet  deux  lignes  AMB, 

ANB,  réunissant  les  points  A  et  B,  l'intégrale  /  o(z]r/z,  prise  le  long 

32. 
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(lu  chemin  ÂMB,  sera  égale  et  de  signe  contraire  à  la  même  intégrale 
prise  le  long  du  chemin  BBIA,  et  par  conséquent  Tiutégrale  prise  poar 


B 


le  contour  entier  ANBMÂ  est  égale  à  la  différence  des  deux  intégrales 
prises  le  long  de  ANE  et  de  AMB  ;  cette  différence  est  donc  égale  à  zéro 
et  les  deux  intégrales  sont  égales,  comme  nous  Pavions  prouvé  (  4). 

7.  Les  deux  démonstrations  supposent  essentiellement  que,  dans 
l'intérieur  du  contour  considéré  ou  dans  l'espace  contenu  entre  les  deux 
chemins  qui  dirigent  l'intégration,  la  fonction  ^(2)  soit  finie  et  con- 
tinue. Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  le  théorème  cesse  d'être 
exact,  ainsi  que  nous  pouvons  dès  à  présent  nous  en  assurer  sur  un 
exemple  fort  simple. 


Soit  y(z)  =  - 


^\ 


/ 


o 


N. 


/dz 
—  autour  d'un  cercle  de  rayon  R,  ayant 

{30ur  centre  l'origine  des  coordonnées.  C'est  Texemple  choisi  par 
Poisson  (2). 
Les  coordonnées  d'un  point  de  ce  cercle  sont 

X  =  Rcosf, 
y---  Rsinv; 
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et  Ton  a 

z  =  X  -hjr  y/— 1 1=  R  (cosç  -h  v/---ïsiny), 

dz=  K{—  sinç  -+-  ^—icosif)dff, 

ilz      d9  (—  sin(p  -¥-  i/^cos(p)        / —  , 
T"^"^ .    / —  .     /  =/-i^. 

Si  Ton  parcourt  la  circonférence  de  cercle  dans  le  sens  où  les  valeurs  * 
de  f  sont  croissantes,  «p  varie  de  zéro  à  stt,  et  Ton  a  par  conséquent 


/ 


dz  , 

—  =  2T\/ — 1 

z  ' 


valeur  différente  de  zéro,  et  le  théorème  démontré  (5)  se  trouve  en 

défaut,  parce  que  la  fonction  -  devient  infinie  pour  z  =  o. 

z 

8.  Supposons  en  second  lieu  f  (z)  =  —  >  et  cherchons  l'intégrale 

v/z 


/ 


En  étendant  l'intégration  à  la  circonférence  de  cercle  de  rayon  R,  dé- 
crit de  l'origine  comme  centre,  on  aura 

z  =  R  (cos<p  ■+-  v/--îsin<p), 
\/z=  v/Sfcos^^-h/^sinîj, 

i/z  =  R(—  sin^  -h  y/— ïcosf  )ûfç  =  Rv^— I  (cosf -h  y^— i8inç)ûf, 

-^  =  v^/^(cos--h  v^— 7sin- jdf<p, 

/— =  ^R  y/HT  [(2  sin  w  — -  2  sin  o)  —  2  v/— T  (cos  «  —  coso)]  =  —  4  v^S  ; 
/z 

et  le  théorème  est  ici  en  défaut,  non  plus  parce  que  la  fonction  inté- 
grée devient  infinie,  mais  parce  qu'elle  n'est  pas  et  ne  peut  pas  être 
bien  déterminée  dans  l'intérieur  du  contour. 

9.  Lorsque,  comme  dnns  le  cas  précédent,  la  fonction  7  (z)  n'est  pas 
toujours  finie  dans  l'intérieur  du  contour  considéré,  on  peut  la  rendre 
telle  en  entourant  d'un  contour  fermé  chacun  des  points  pour  lesquels 
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la  fonction  devient  inânie,  et  adjoignant  alors  la  circonférence  de  cha- 
cun de  ces  contours  à  celle  de  la  figure  primitive. 
Soit,  par  exemple,  le  contour  KMN,  dans  l'intérieur  duquel  se  trou- 


vent, pour  la  fonction  <f(z)^  deux  points  critiques  A  et  B.  Entourons 

les  points  par  les  contours  PQH,  STU,  et  l'intégrale  l^(z)dzy  prise  le 

long  des  trois  contours  KMN,  PQR,  STU,  parcourus  dans  le  sens  in- 
diqué par  les  flèches,  sera  égale  à  zéro.  Il  suffit,  pour  le  démontrer,  de 
réunir  chacun  des  contours  intérieurs  à  la  circonférence  KMN  par 
deux  traits  parallèles  infiniment  voisins  a,  p,,  a,  6„  7,  ^,,  7,  ^,.  On  peut 
alors  considérer  le  contour  continu  «,  PiPQRp,«a7,J,STUJ,7,MNai 
comme  renfermant  une  portion  déterminée  du  plan,  dans  Tintérieur 

de  laquelle  ne  se  trouve  aucun  point  critique.  L'intégrale  /  7(2)^2 

prise  le  long  de  ce  contour  est  donc  égale  à  zéro;  mais  les  éléments  re- 
latifs à  a,p,,  p,a„  7,  J,,  ^,7,  se  détruisent  évidemment,  et  le  théorème 
est  par  conséquent  démontré. 

iO.  Nous  pouvons,  dès  à  présent,  justifier  par  les  considérations 
précédentes  quelques  démonstrations  dans  lesquelles  les  intégrales 
imaginaires  ont  souvent  été  introduites  sans  examen  suffisant. 

Nous  avons  trouvé 


(5) 


-00 


Si  dans  cette  formule  on  pose 

2=  JT-hav/— I, 


elle  devient 
(6) 


-00 


^-"-'«"^-'-^•V-c  =  v^i?, 
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c'est-à-dire 

^   /        c^**(co82aj?  — -  /— isinaax)«/a:  =  ^, 

et,  |)ar  conséquent, 

-00 


/: 


00 

e~*^  siû^axc/x  =  o. 

00 


Ces  formules  sont-elles  suffisamment  démontrées?  

Pour  nous  en  assurer,  remarquons  que  supposer  z=:x+2V^~i, 
puis  faire  varier  x  de  —  oo  à  +  oo ,  c'est  tout  simplement  faire  mou- 
voir le  point  représenté  par  z  sur  la  parallèle  à  l'axe  des  X  menée  à  la 
distance  a,  et  qu'en  admettant  la  transformation  de  l'intégrale  (5),  où 
z  est  réel,  en  l'expression  (6),  nous  admettons  simplement  que  l'in- 
tégrale I  c^^dz  reste  la  même  lorsque  l'on  dirige  l'intégration  suivant 

l'une  ou  l'autre  des  lignes  indéfinies  ~  XX,  —  PP.  Or  il  est  clair  que, 
si  l'on  adjoint  à  ces  lignes  deux  parallèles  à  l'axe  des 7*,  situées  de  part 
et  d'autre  à  une  distance  infinie,  on  obtiendra  un  contour  fermé,  dans 
l'intérieur  duquel  la  fonction  e-**  est  continue  et  bien  déterminée.  L'in- 


T 

-P F 

~X  0  X 


tégrale  totale  relative  à  ce  contour  est  donc  nulle,  mais  les  portions 
relatives  aux  deux  parallèles  à  l'axe  des^'  sont  évidemment  nulles  ;  car, 
en  posant 

on  a 

qui  est  évidemment  nulle  lorsque,  x^  étant  infini,  j^^  est  compris  entre 
o  et  a.  On  peut  donc  dire  que  l'intégrale  relative  à  —  XX,  ajoutée  à 


5o4  appeudicb. 

celle  relative  à  P  —  P,  donne  une  somme  nulle,  et  que,  par  conséquent, 
les  deux  intégrales  relatives  à  —  XX  et  à  —  PP  sont  égaies  entre 
elles. 

11.  Dans  l'intégrale 

(7)  r*^-vz=iv^, 

supposons 

z  =  u\/—i  =  «(cos  -r-h  v^^sin  j  Jî 

nous  aurons 


(8) 


)Jo     '  ^'rfnl^cos-^v/^Tsin-j 


d'où,  en  remplaçant  c^*"^  par  cosu'  —  v^-^isinu',  nous  condurons 


Cette  démonstration  manque  évidemment  de  rigueur  ;  est-il  possible  de 
la  rendre  exacte? 
Remarquons,  pour  nous  en  assurer,  qu'en  posant 

z  =  X  H-jv^— 1=  afcos  j  -h  v^— I  sin  j  ]  j 


on  a 

X  =  acos-T) 
4 

.    ir 

Y  =  asm-; 

•^  4' 

et  par  conséquent  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x  eijr  décrit 
une  ligne  droite  issue  de  l'origine,  et  inclinée  à  4^  degrés  sur  Taxe 
des  X. 
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Transformer  l'intégrale  (7)  en  (8),  c'est  donc  admettre  que  l'inté- 
grale prise  le  long  de  DP  soit  égale  à  celle  prise  le  long  de  OX.  Si  du 


/ 


V 


/ 


point  0  comme  centre,  avec  un  rayon  infiniment  grand,  on  décrit  un 
arc  de  cercle  PX,  on  verra  (5)  que  l'intégrale  prise  le  long  de  OPX 
est  égale  à  celle  prise  le  long  de  OX;  car,  pour  tous  les  points  du  plan, 
la  fonction  er**  est  continue  et  bien  déterminée.  Or  on  a,  pour  un  point 
de  PX,  en  nonmiant  R  le  rayon  OP, 


.-c« 


dz=z 


x-h//— 1  =  R(cosç-hv/^sin<p), 

^— R»(eotaf4-V^iln>f) 


/"— isiny), 


et,  comme  le  produit  B  e-**«»»?  est  infiniment  petit  lorsque  R  devient 

infini,  pour  toutes  les  valeurs  de  7  comprises  entre  o  et  j?  l'intégrale 

prise  le  long  de  XP  est  nulle.  La  transformation  se  trouve  donc  légi- 
time à  cause  de  deux  circonstances  fortuites  en  quelque  sorte,  et  aux 
quelles  on  n'avait  nullement  songé  en  la  faisant. 


12.  Considérons  enfin  la  formule 


(9) 


i 


00 


e-*z'"'dz  =  T(n), 


Si  nous  posons 


elle  devient 


z  =  (a  4-  p/— i)m, 


(10)  r*tf-<«+P^^"(a-+-Pv/-0"'^'''^"-=r(/2), 

Jo 
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c'est-à-dire,  en  posant 

a=  pOOSO, 

P  =  p8inO, 


X 


œ 


<?-"(cosPk  — v^^8inp«)«"-'rfa=  — ^^^l_ 

p"  (  cos  «  0 -h  v^— I  sin  « 


d'où  Euler  a  conclu 

(il)  /       tf  «"cosptta''-*rfr/=  -^— ^ j 

Jo  P* 

/     ^  r*   -«.-•   û    j.-t^        r(/î)sin/îO 

«/o  P 

où  n  désigne  un  nombre  positif  quelconque  entier  ou  fractionnaire. 
Pour  savoir  si  la  transformation  est  légitime,  remarquons  qu*«i  po> 
sant 

z  =  xH-/y^— -I  =  (a-t-Pv^— 1)«  =  ptt(cosO  -h\/— isinO), 

le  point  dont  les  coordonnées  sont  x  et  /  est  assujetti  à  parcourir 
une  ligne  droite  partant  de  Torigine,  et  faisant  avec  l'axe  des  X  un 
angle  0. 

Soit  DP  cette  ligne..  Notre  transformation  revient  à  admettre  que 
l'intégrale  prise  le  long  de  OP  est  égale  à  celle  prise  le  long  de  OX;  il 
suffit,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  l'intégrale  prise  le  long  d'un 
arc  de  cercle  PX,  de  rayon  infiniment  grand,  qui  réunit  les  deux  lignes 
soit  égale  à  zéro  ;  or  sur  les  points  de  cet  arc  on  a 

X  —  R(cos©-+-  /— isin^), 

et  la  différentielle  à  intégrer  contient  le  facteur  e-^*^^  qui  la  rend 
nulle  lorsque  R  est  infini,  pourvu  que  0,  qui  est  la  limite  de  7,  soit  in- 

férieur  à  -  )  c'est-à-dire  pourvu  que  a  et  p  soient  positifs. 

Variation  brusque  d*une  intégrale  imaginaire, 

13.  Cherchons  la  variation  de  l'intégrale  1  ff(z)clz  lorsque,  les  limites 

restant  les  mêmes,  la  courbe  le  long  de  laquelle  on  intègre  franchit,  en 
se  déformant,  un  point  auquel  correspond  pour  f  (z)  une  valeur  în- 
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finie.  Soil  Â  ce  point;  comparons  les  valeurs  de  l'intégrale  j  (f[z)dz, 

prises  successivement  le  long  des  contours  PMQ,  PM'Q,  qui  compren- 
nent entre  eux  le  point  critique  A. 

Considérons  les  deux  chemins  PIKFQ  et  PIKTQ,  qui  réunissent  Tun 
et  l'autre  les  points  extrêmes  P  et  Q  en  présentant  deux  parties  com- 
munes PI,  TQ,  et  ne  différant  Tun  de  l'autre  qu'en  ce  que,  dans  le 


premier  chemin,  ces  deux  parties  sont  réunies  par  la  demi-circonfé- 
rence inâniment  petite  IKI'  qui  a  son  centre  en  A  et  qui  se  trouve 
remplacée  dans  le  second  par  l'autre  moitié  IKT  de  la  môme  circonfé- 
rence. 

L'intégrale  prise  le  long  du  chemin  PMQ  est  la  même  que  le  long 
du  chemin  PIKrQ,car  le  premier  peut  se  déformer  et  coïncider  avec 
le  second  sans  traverser  le  point  A.  De  même  l'intégrale  prise  le  long 
de  PM'O  est  égale  à  celle  qui  correspond  au  chemin  PIKTQ  ;  la  varia- 
tion cherchée  est  donc  la  différence  entre  les  valeurs  de  l'intégrale 


/ 


^(z)dz  prise  le  long  des  chemins  PIKFQ,  PIE^FQ.  Ces  deux  che- 


mins ont  les  parties  communes  PI,  TQ;  si  donc  la  fonction  7(2)  ne 
change  pas  de  forme  quand  on  passe  de  l'un  à  l'autre,  les  deux  inté- 
grales ne  diffèrent  que  par  la  substitution  de  la  partie  relative  à  IKI'  à 
celle  relative  à  IRT;  et  comme  les  intégrales  relatives  à  une  même 
ligne  parcourue  dans  les  deux  sens  sont  évidemment  égales  et  de  signes 
contraires,  cette  différence  est  la  somme  des  valeurs  de  l'intégrale 


/' 


(f(z)dz  prise  le  long  de  ces  deux  demi-circonférences  parcourues 

successivement  dans  le  même  sens,  c'est-à-dire  tout  autour  du  cercle 
infiniment  petit  IKTK. 

14.  On  peut,  dans  un  cas  très-général,  calculer  cette  intégrale  qui, 
d'après  les  explications  qui  précèdent,  représente  le  changement 

brusque  de  l^(z)(iz. 
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Soient  en  effet  a  et  ^  les  coordonnées  du  point  A,  et  par  conséquent 

a  +  P^^  la  valeur  de  z  qui  rend  f  (z)  infinie.  Supposons  qu'il  existe 
un  nombre  entier  n  tel,  que  le  produit 

ne  soit  ni  nul  ni  infini  quand  on  y  suppose  z  =  a  +  p  /— i;  posons 

F(z)  =  (z-«-pv/:i7)"ç(z), 

et  admettons  enfin  que  ¥(z)  soit  développable  en  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  de  z  —  a  —  ^  \/— ii  en  sorte  que  l'on  ait 

(p(z)  = 


(3_a-ôv/=:i)" 
x[A.-f-A,(z-a-p/=:7)H-A,(z-a-Pv/=T)V...]; 

on  en  conclut 

/'(^"''^^/ûz^^^ciTr  -^-/ûir-fT^Tr'  ■*■■■■' 

toutes  les  intégrales  étant  supposées  prises  autour  du  cercle  infiniment 
petit  décrit  du  point  A  comme  centre.  Toutes  celles  dont  l'élément  ne 

contient  pas  z  —  a  —  ^  ^— i  en  dénominateur  sont  évidemment  infini- 
ment petites,  car  la  différentielle  ne  devient  pas  infinie.  Bornons-nous 
donc  à  calculer  les  intégrales  de  la  forme 


/ 


dz 


En  nommant  p  le  rayon  du  cercle,  la  valeur  de  z  relative  à  l'un  des 
points  du  cercle  est  évidemment 

z  =  a-4-  p/— I  -+-  p  (cosf  •+■  ^—i  sin^), 

et  pour  faire  décrire  au  point  correspondant  la  circonférence  du  cercle 
il  faut  faire  varier  (p  de  zéro  à  an  ;  l'intégrale  est  donc  égale  à 

^ '^  p  (— sin <p -h /— I  cosy )  , 
K        p*  (cos^  -h  /^sin^)' 

=  -*rr  /       /^[cx)s(/-i)<ï>-v/^78in(X-i)flÉ/t. 
f*      Jo 


X 
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Lorsque  k  est  différent  de  l'unité,  cette  intégrale  est  nulle;  mais,  en 
supposant  X-  -  i ,  elle  se  réduit  à 

/— lÉ?f  =r  îiry/— I. 

0 

On  a  donc 

(a)  jff(z)dz=  2îrA._,v/-i', 

A,_,  étant  le  coefficient  de -=  dans  le  développement  de 

z  —  a  —  p  y  —  I 

la  fonction  ^(z),  nommé  par  Cauchy  résidu  relatif  à  a  -f-  p  ^^, 

Si  le  point  qui  représente  z  parcourait  la  circonférence  en  sens  in- 
verse, l'intégrale  (i)  serait  égale  k  —  ^n  y/^.  Dans  chaque  application 
du  théorème  précédent,  il  faut  tenir  compte  de  cette  remarque  en 
examinant  dans  quel  sens  doit  se  faire  l'intégration  qui  représente  la 
difféience  cherchée. 

iS.  Nous  avons  exclu,  dans  la  démonstration  précédente,  le  cas  où 
le  contour  qui  dirige  l'intégration  passe  par  l'un  des  points  critiques 
pour  lesquels  la  fonction  est  infinie.  L'intégrale,  dans  ce  cas,  n'a  pas, 
en  généra],  de  valeur  déterminée.  Cauchy  y  applique  néanmoins  ses 
théorèmes  en  remplaçant  Fintégrale  par  la  valeur  qu'il  a  nommée  la 
valeur  principale. 

Soit  O  le  point  critique  ;  la  valeur  principale  de  l'intégrale  prise  le 
long  du  contour  POQ  est,  d'après  la  définition  de  Cauchy,  la  limite  de 


M 
'   I 


la  somme  des  deux  intégrales  prises  le  long  de  PI  et  le  long  de  TQ, 
lorsque  les  arcs  égaux  10,  OF  décroissent  indéfiniment.  Elle  diffère 
donc  de  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  PIMTQ  par  Tintégrale 

prise  sur  la  demi-circonférence  IMF,  c'est-à-dire  ttAv^— i,  moitié  de 

la  variation  totale  airÀy^^,  qui  se  produit  quand  le  contour,  en  se 
déformant,  traverse  le  point  critique. 


DlO 
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Détermination  de  quelques  intégrales  définies, 

i6.  CoDsidéroDB,  poar  appliquer  les  résultats  précédents,  la  difiR^ 

rentieUe 

,  .  tf^^^dz 

(0  -ir-T^rr' 


où  a  désigne  un  nombre  réel  et  positif. 
Intégrons  d'abord  entre  les  limites  z  =  — oo,z  =  -f-ao,le  Icmg  d'un 


cercle  de  rayon  inGnîment  grand  ayant  pour  centre  l'origine  des  coor- 
données. Il  faut  poser 

x  =  Rcosçp, 
7=Rsiny, 

et  faire  varier  «  de  la  valeur  tt  à  la  valeur  zéro.  L'intégrale  sera 


['^) 


X 


1t  ^RootT/=7^-aR»lnf  Ry/_,(c(>s,p  _^  y^CTYsin^) 

^'-h  R'(cos2f  -f-  v^— isinaç) 


dffy 


a  étant  positif  ainsi  que  siny.  L'exponentielle  tf— «»»i«t  devient  nulle 
pour  les  valeurs  inâniment  grandes  de  R.  Le  module  du  produit  des 
facteurs  qui  le  multiplient  n'étant  pas  infini,  Fintégrale  est  évidemment 
nulle. 

L'intégrale  prise  pour  les  valeurs  réelles  de  z,  c'est-à-dire  le  long  de 
l'axe  des  X,  est  égale  par  conséquent  à  l'intégrale  prise  autour  du 
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cercle  infiniment  petit  décrit  autour  du  point  qui  correspond  à  la  va- 
leur 

pour  laquelle  la  différentielle  est  infinie.  Or  on  a 


WV-Ï  tf'*^-' 


le  résidu  correspondant  à  la  valeur  b  ^"^  de  z  est  ici 


e 


a^v^— I 
et  rintégrale  égale  à  airA/— i  est 


TT^--* 


On  a  donc 


^*'^'     .        ne-'* 


et,  en  séparant  dans  le  premier  membre  la  partie  réelle  et  la  partie 
imaginaire, 

La  seconde  de  ces  formules  est  évidente. 
17.  Considérons  en  second  lieu  la  différentielle 

^A 

on  verra,  comme  dans  le  cas  précédent,  que,  a  étant  positif,  l'intégrale 
est  nulle  le  long  de  la  demi-circonférence  de  rayon  infiniment  grand 
décrite  de  l'origine  comme  centre  et  du  côté  des  y  positifs.  Si  l'on  in- 
tègre le  long  de  l'axe  des  X,  en  remplaçant  seulement  par  une  demi- 
circonférence  infiniment  petite  la  partie  qui  contient  le  point  critique 
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placé  à  rorigine,  od  aura  donc  le  même  résultat,  et  Tod  peot  écrire 
(6)       /         dx-*-  I  dz-h  I      dx^o. 


M 


0        B 


Remplaçons  dans  la  première  et  la  troisième  intégrale  e"^-'  par  la 
valeur  cosax  -+-  /—  i  sin^x  ;  remarquons  que  les  deux  intégrales 

réelles  sont  évidemment  égales  et  de  signes  contraires,  et  que 

/sîn/ix 
dxk 

long  du  diamètre  infiniment  petit  ÂB  est  insignifiante,  et  nous  aurons 


^/.:^--/ 


AMB^tu^— t 


(7)  ^"V-oo""^""  J  ~— rfz  =  o. 

Mais,  pour  les  points  du  cercle  ÂMB,  on  peut  écrire  e^^^-=  i ,  et  par 
conséquent  (7) 

/AMB^M^crr  _ 

donc  enfin 

(9)  11^'^  =  ''' 

comme  il  a  été  précédemment  trouvé. 

18.  La  méthode  précédente,  qui  est  extrêmement  féconde,  constitue 
une  des  belles  découvertes  de  Cauchy.  Donnons-en  encore  une  appli- 
cation. 

Considérons  la  différentielle 

dz, 


l-i-Z 

a  désignant  un  nombre  réel  et  positif  moindre  que  Tunité,  et,  afin 
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qu'elle  soit  bien  définie,  admettons  que,  la  valeur  initiale  de  z  étant 
une  valeur  négative  réelle  infiniment  grande  —R,  on  ait  pris 

(— R)-'  =  R«-«  [cos(a  -  i)7T -h  )/^sm(a -^  i)n], 


R«-»  étant  réel. 
L'intégrale 

(10) 


-00 


OO         g«l-l 


dz, 


prise  le  long  de  la  demi-circonférence  de  rayon  infiniment  grand  R, 
sera  cette  fois  encore  égale  à  zéro.  Elle  est,  en  effet. 


(") 


x 


°   R'V^— i(cos«<p  -f- vZ—isin^f  ) 
—  îT      n- R(cosç-4- v/--ïsinç) 


dff, 


et,  comme  a  est  moindre  que  Tunité,  le  module  de  Texpression  inté- 
grée entre  les  limites  —  tt  et  zéro,  qui  ne  sont  pas  infiniment  écartées, 
est  infiniment  petit,  et  l'intégrale  devient  nulle,  par  conséquent,  lorsque 
R  est  infini. 
Le  seul  point  critique  de  la  différentielle  correspond  à  la  valeur 


a  =  — I. 


L'intégrale 


/ 


l-h  Z 


dz. 


prise  le  long  de  la  ligne  —  XAMBX,  qui  se  compose  de  la  portion  XA 


M 


—  X 


de  l'axe  des  X,  du  demi-cercle  infiniment  petit  AMB  décrit  autour  du 

point  dont  l'abscisse  est  —  i  et  de  la  ligne  BO  prolongée  jusqu'à  un 

Ca/t?.i/i/.^.— n.  33 
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point  infiniment  éloigné  X,  est  donc  aussi  égale  i  zéro,  et  Ton  a 
f         Jb    i-+-'^         X     ï-^-^ 

XA  /»o 

et  I     ,  on  remplace  x  qui  est  négatif  par 
-30         •/ B 

—  x,  et  X*"'  par 

^•-'[cosfa  —  i)ir-H  v/— '8»û(a  —  ilix], 

la  somme  de  ces  intégrales  prendra  la  forme 

/■[cos(<i  —  iJTT-h  v/— isin(fl--i)ir], 

A  étant  un  facteur  réel  que  nous  n'avons  pas  besoin  de  connaître. 
L'intégrale 

/AMD    j 

est  égale  (i5)  à 

—  wy'— i[cos(a  —  i)7r-H  v^— isin(«—  i)ir], 
et  Ton  a  par  conséquent 

(  A^[cos{û—  i)Tr  H- v^— isin(a—  ijtt] 

i     — Try/— i[cos(û  — i)7r-4-y''^sin(rt— l)7rj-»-  / <ir=o. 

Multiplions  par  [cos(—  «tt)  -h  v/— i8in(—  ûtt)],  il  viendra 

—  X-  -hTTy^— i-i-  [cOS(— ûtt)  -h  /— isin( — «tr)J  /        ^/jr  =  o, 

et,  en  égalant  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  \/— i, 

0       l-^JT        .    sma: 
,  COS^fr 

—  A-  -i-  TT  — : =  O, 

smaff 

(»5)  *  =  r:" 


1 


tangafr' 
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A  6Bt,  on  le  voit  aisément,  la  valeur  principale  (i5)  de  rintégrale 
infinie 


I  €tX  =    f  OX. 


Nombre  des  racines  d*une  équation  dans  l'intérieur 

d'un  contour  donné. 

i9.  Soit  ff(z)  une  fonction  bien  définie  de  la  variable  z  qui  devienne 
infinie  pour  n  valeurs  de  z  correspondant  aux  points  A„  A, ,  A,  in- 
térieurs au  contour  fermé  MNP.  On  a  vu  (9)  que,  si  Ton  calcule 


l 


'intégrale  j  f{z)dz\e  long  du  contour  BINP,  puis  le  long  de  n  con- 
tours de  formes  et  de  dimensions  arbitraires  décrits  autour  de  chacun 
des  points  Ap  A,,...,  A^  et  n'en  contenant  cliacun  qu'un  seul,  la 
somme  de  toutes  ces  intégrales  sera  nulle,  pourvu  que  les  contours 
intérieurs  soient  parcourus,  comme  l'indiquent  les  flèches  de  la  fîgure, 
dans  un  sens  opposé  à  celui  du  contour  total  qui  les  contient. 


Les  intégrales  relatives  à  deux  contours  parcourus  en  sens  opposé 
étant  égales  et  de  signes  contraires,  on  peut  énoncer  le  théorème  en 
disant  que  l'intégrale  relative  au  contour  BfNP  est  égale  à  la  somme 
des  intégrales  relatives  aux  contours  intérieurs  pris  dans  le  même  sens 
que  lui. 

Appliquons  le  théorème  à  l'intégrale  /  -=; — - dz,  ¥(z)  étant  le  pre- 

mier  membre  de  Téquation 

33. 
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dont  nous  voulons  compter  les  racines  et  que  nous  supposerons  seu* 
lement  bien  déterminée,  finie  et  continue,  ainsi  que  sa  dérivée  pour 

toute  valeur  de  z.  Les  seuls  points  pour  lesquels  la  fonction  -Jf-^ 

peut  devenir  infinie  sont  ceux  qui  correspondent  aux  racines  de 
F(z]  =  o,  et  réciproquement  à  chaque  racine  correspond  un  tel  point. 

Soit,  en  effet,  z  =  a  -h  |^  ^f^  une  racine  de  degré  de  multiplicité  p, 
c'est-à-dire  supposons  que  Ton  ait 

f  (z)  étant  une  fonction  finie  et  continue,  ainsi  que  sa  dérivée,  pour  la 
valeur  z  =  cl-{-^  yj—  i  ;  nous  aurons 

et,  en  divisant  le  premier  membre  par  F  (z)  et  le  second  par  le  produit 
qui  lui  est  égal, 

F^(^)^  p  ,  y^(^). 

Pour  calculer  Tintégrale  autour  d'un  cercle  infiniment  petit  ayant  pour 
centre  le  point  qui  correspond  ^z^cl-^-^  v^--i  >  on  peut  négliger  la 

fl>'(  z\ 

fonction  ^y-r  qui  est  finie,  et  l'intégrale  est,  par  conséquent  (14), 
ç(z) 

égale  à  ^np^^;  la  somme  des  intégrales  prises  le  long  des  petits 
cercles  qui  entourent  les  points  correspondant  aux  racines  est  par 

conséquent  égale  au  produit  de  air  ^/^  par  le  nombre  total  des  ra- 
cines, dans  lequel  la  racine  de  degré  de  multiplicité  p  est  comptée 
D  fois  ;  et,  par  conséquent  enfin,  le  nombre  des  racines  correspondant 
à  des  points  intérieurs  au  contour  est  représenté  par 

_,_  rnz) 

2ir/— j   F(z)^'' 

rintégrale  étant  prise  le  long  du  contour  MNP. 

Pour  faire  usage  de  ce  théorème  très-remarquable  dû  à  Gauchy,  il 
nous  reste  à  examiner  le  moyen  de  calculer  cette  intégrale. 

On  a 


/ 


^J^  =  'F(.|, 
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et,  en  posant  F  (z)  =  P  -+-  Q  v^— i, 

/F(z)=i/(F-hQ*)-f-^/:r7arctangL 

Le  terme  -  /(P'-f-  Q-)  étant  bien  déterminé  pour  chaque  point  du 

contour,  et  reprenant  la  même  valeur  après  un  tour  accompli,  don- 

nera  évidemment  zéro  pour  résultat.  Pour  calculer  l'intégrale  qui  cor- 

p 

respond  au  terme  y  — larctangr-.)  partageons  le  contour  total  en  un 

p 
certain  nombre  d'arcs  dans  Tintérieur  de  chacun  desquels  ^  ne  de- 
vienne pas  infini,  en  prenant  pour  points  de  division  ceux  pour  lesquels 

p 

on  a  Q  =  o.  r^,  dans  chacun  de  ces  intervalles,  passera  de  +00  à 

H-oOjde— 00  à  — 00,  de— 00  à-f-00  ou  de  -t-00  à— 00;  dans 

p 
les  deux  premiers  cas ,  l'accroissement  de  arc  tang  ^^  est  évidem- 
ment nul  ;  il  est  ic  dans  le  troisième  et  —  tt  dans  le  quatrième.  La 
moitié  de  l'excès  du  nombre  des  arcs  de  la  troisième  espèce  sur  ceux 
de  la  quatrième  représente  donc  le  nombre  des  racines. 

20.  Supposons,  par  exemple,  que  le  contour  soit  un  cercle  de  rayon 
infiniment  grand  p  décrit  de  l'origine  comme  centre,  et  soit 

F(z)  =  z"-hA,z«»-»h-A5  2'"-'h-...h-A„, 

A,,  A,, . . .,  A„  étant  des  constantes  réelles. 
On  a 

P=  p"*co&mo»  H- A,p"""'cos(/ii  —  i)w-4-..  .-i-A„„ 

Q  =  p^cos/ww  -h  A,  p"*-'  sin  (m  — - 1) «  -+- . . .  -h  A„__,  p sinw, 

et  p  étant  infiniment  grand,  les  deux  seconds  membres  peuvent  être 
réduits  à  leurs  premiers  termes,  et  par  conséquent  Q  est  nul  pour  les 

valeurs  de  w  infiniment  peu  différentes  de  o,  —  ?  —  ? •  •  •  ? rr,..., 

•  TT  ;  et  Ton  a  ainsi  2  m  intervalles  dans  chacun  desquels  yr 

passe  de  —  00  à  +  od  .  Le  nombre  des  racines  est  par  conséquent  égal 
à  m. 
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Intégrales  des  fonctions  susceptibles  ile  plusieurs  valeurs. 

21.  Les  différentielles  considérées  dans  les  exemples  précédents  n'a- 
vaient qu'une  seule  valeur  possible  pour  chaque  valeur  de  la  variable, 
et,  lorsque  le  chemin  qui  règle  l'intégration  en  se  déformant  d'une 
manière  continue  franchit  un  point  critique,  la  variation  de  rintégrale, 
due  tout  entière  aux  éléments  qui,  dans  un  intervalle  infiniment  petit, 
ont  acquis  une  valeur  infinie,  est  égale  (  13]  à  l'intégrale  relative  à  un 
cercle  infiniment  petit  décrit  autour  du  point.  Mais  les  choses,  dans 
certains  cas,  se  passent  tout  autrement.  Soit  l'intégrale 

les  limites  a  eib  correspondant  aux  points  P  et  Q.  Supposons  que  la 
courbe  le  long  de  laquelle  on  intègre  traverse  en  se  déformant  un 
des  points  critiques  relatifs  à  la  fonction  ^(z),  et  cherchons  quelle  va- 
riation en  résultera  pour  Tintégrale. 

Le  problème  est  très-différent  de  celui  qui  a  été  résolu  (14).  La  va- 
leur de  <f(z)  n'étant  plus  pour  chaque  valeur  de  z  unique  et  indépen- 
dante de  la  route  suivie  par  le  point  qui  représente  z,  une  cause 
nouvelle  de  changement  se  produit  pour  altérer  bien  plus  profondément 
le  résultat.  Dans  le  cas  traité  (14),  l'intégrale 

J     f{z)dz 

pouvait,  par  un  choix  nouveau  de  la  courbe  le  long  de  laquelle  se  fait 
l'intégration,  recevoir  un  accroissement  constant  dont  nous  avons  cal- 
culé l'expression,  mais  la  forme  de  la  fonction  reste,  à  cela  près,  tou- 


jours la  môme.  Les  éléments  des  intégrales  correspondant  à  deux  con- 
tours voisins  diffèrent  infiniment  peu  les  uns  des  autres,  et,  si  les 
contours,  après  s'être  séparés,  se  réunissent  dans  une  portion  de  leur 
cours,  les  éléments  relatifs  à  la  portion  commune  sont  les  mêmes  dans 
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les  deux  cas.  11  en  est  tout  autrement  dans  l'hypothèse  actuelle.  Si 
Ton  considère  deux  contours  infiniment  voisins,  tels  que  PBUNQ, 
PMFNQ,  comprenant  entre  eux  le  point  critique  A,  les  deux  intégrales, 
identiques  pour  la  portion  qui  correspond  à  PM,  diffèrent  non^seule- 
ment  parce  que  dans  l'une  les  éléments  relatifs  au  contour  MIN  rem- 
friaeent  ceux  qui  dans  l'autre  sont  relatifs  à  MI'N,  mais  encoro  parce 
que,  entre  les  points  N  et  Q,  les  valeurs  de  la  différentielle  ff(z)dz 
sont,  dans  les  deux  cas,  très-différentes. 

22.  Considérons,  par  exemple,  l'intégrale  /  y/i  —  z'dz,  et  soit  A  le 

point  critique  correspondant  à  2  =  i ,  pour  lequel  les  deux  valeurs  de 
la  fonction  /i  —  z'  sont  égales  et  peuvent  se  changer  Tune  dans  l'autre. 


V 


.-O^. 


1 

Soit  B  le  point  correspondant  à  z  =  2,  et  considérons  les  deux  inté- 
grales relatives  aux  deux  contours  OPIQB,  OPrQB  ;  elles  ont  la  partie 

commune 

OP 


'        yj\  —  7?dz, 

o 


Mais  on  sait  qu'en  suivant  à  partir  de  P  les  deux  chemins  PIQ  et  PI'Q 
pour  parvenir  en  Q,  on  y  trouvera  pour  le  radical  deux  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires,  en  sorte  que  l'intégrale 

/»  OB 

/        \/i  —  zVz, 
t/OQ 

qui  forme  la  partie  imaginaire  des  deux  expressions  considérées,  aura 
dans  Tune  et  dans  l'autre  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires. 
Quant  aux  portions  relatives  aux  contours  PIQ,  Pl'Q,  elles  sont  infini- 
ment petites  et  négligeables  si  le  cercle  PIQF  est  infiniment  petit. 

23.  Pour  étudier  les  valeurs  diverses  de  l'inté^ale  /    ^{z)dz  dans 
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le  cas  où  la  fonclion  f  (z)  est  mal  déterminée,  M.  Puiseux  a  proposé 
une  classification  ingénieuse  et  fort  utile  des  divers  chemins  qui,  entre 
les  deux  points  qui  représentent  les  limites  a  et  2,  peuvent  donner 
lieu  à  des  intégrales  distinctes. 

Soient  A  et  Z  les  points  extrêmes  qui  représentent  les  limites  de 
rintégrale,  et  G,,  C,, . . . ,  C,  les  points  critiques  dont  la  rencontre  peut 
faire  nattre  un  changement  dans  l'intégrale,  lorsque  le  contour  qui 
réunit  A  à  Z  franchit  l'un  d'entre  eux  en  se  déformant.  M.  Puiseux 
nomme  contour  élémentaire  le  contour  parcouru  par  un  point  qui,  par- 
tant de  A,  se  dirige  vers  un  des  points  critiques,  décrit  autour  de  lui 
un  cercle  infiniment  petit,  et  revient  en  A  en  suivant  la  ligne  qui  Fa 
amené.  Il  est  aisé  de  voir  que  tout  contour  commençant  en  A  et  finis- 
sant en  Z  peut  être  remplacé  par  la  réunion  de  plusieurs  contours 
élémentaires  successivement  parcourus,  auxquels  on  adjoindra,  pour 
terminer,  la  droite  OZ,  et  qu'une  telle  substitution  peut  se  faire  sans 
qu'il  en  résulte  de  changement  pour  l'intégrale. 

Considérons,  en  effet,  un  fil  flexible  dont  une  extrémité  soit  fixée  en 
A,  et  qui,  plié  suivant  la  ligne  qui  dirige  l'intégration,  aille  passer  dans 
un  anneau  placé  en  Z.  On  peut,  on  le  sait,  changer  la  forme  de  ce  fil 
sans  altérer  l'intégrale,  pourvu  que,  conservant  les  mêmes  extrémités 
A  et  Z,  il  ne  franchisse  en  se  déformant  aucun  des  points  critiques. 
On  peut  aussi  adjoindre  au  chemin  considéré,  quel  qu'U  soit,  un  che- 
min quelconque  deux  fois  parcouru  en  sens  opposé  partant  de  l'un 
quelconque  des  points  du  contour  et  y  revenant,  pourvu  qu'il  intro- 
duise dans  l'intégrale  des  éléments  qui  se  détruisent  deux  à  deux. 

Cela  étant  rappelé,  supposons  que  l'on  implante  sur  chacun  des 
points  critiques  C„  C,, . . . ,  C.  une  tige  matérielle  qui  empêche  le  fil  de 
la  franchir,  et  que  Fon  tire  ensuite  celui-ci  à  travers  l'anneau  Z,  de 


c  ,^-. 


manière  à  le  raccourcir,  autant  que  possible,  en  le  réduisant  à  une  série 
de  lignes  droites  réunissant  les  points  critiques  ou  seulement  quelques- 
uns  d'entre  eux,  autour  desquels  il  pourra  faire  un  nombre  quelconque 
de  circonvolutions.  Supposons  qu'à  partir  de  A  le  chemin  ainsi  réduit 
se  dirige  d'abord  vers  le  point  critique  C,  ;  deux  cas  peuvent  se  pré- 
senter :  ou  il  s'appuie  sur  lui  simplement,  ou  bien,  avant  de  le  quitter, 
il  fait  autour  de  lui  un  ou  plusieurs  tours.  Dans  le  premier  cas,  le 
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chemin  ayant  la  forme  AIC^  G,  peut  être  remplacé  par  un  contour  élé- 
mentaire décrit  autour  du  point  Cp  suivi  d*un  chemin  direct  dirigé 
vers  G,  et  laissant  C^  àsa  gauche.  Si  le  fil ,  avant  de  quitter  C^,  fait  au- 
tour de  lui  n  circonvolutions,  on  peut  remplacer  la  portion  A  G,  G,  par 
/i  .H- 1  contours  élémentaires,  suivis  d'un  chemin  direct  qui  va  de  Â 
vers  G,  en  laissant  G,  à  sa  gauche*  Et  j'entends  par  là  que  ces  deux 
chemins  peuvent  être  réduits  Fun  à  l'autre,  comme  on  s'en  assure  à  la 
simple  vue,  sans  qu'il  y  ait  nécessité  de  faire  franchir  à  l'un  d'eux,  en  le 
déformant  d'une  manière  continue,  aucun  des  points  critiques  G,  et  G, 
et  en  évitant,  bien  entendu,  la  rencontre  des  autres  points  critiques 
qui  peuvent  se  trouver  sur  le  plan. 

Le  fil,  se  dirigeant  ensuite  vers  un  troisième  point  G3,  pourra  être 
remplacé  de  même,  dans  la  portion  Â  G,  G^,  par  un  certain  nombre  de 
contours  élémentaires  décrits  autour  de  Q,  suivi  d'une  ligne  se  rendant 
directement  vers  G3  et  laissant  G^  et  G,  à  la  gauche,  sans  comprendre 
entre  elle  et  AG,  G^G,  aucun  autre  point  critique. 

L'application  répétée  de  cette  méthode  permettra,  comme  on  l'a 
annoncé,  de  remplacer  le  chemin  proposé,  quel  qu'il  soit,  par  une 
série  de  contours  élémentaires  auxquels  on  adjoindra  un  dernier  che- 
min allant  directement  de  A  en  Z. 

24.  Suivons  les  conséquences  des  considérations  précédentes  dans 
l'étude  de  l'intégrale 


X 


'      dz 

=r  =  arcsmz. 


'o     V/' 


Admettons  que  pour  la  valeur  initiale  z  =  o  on  prenne  yji—z^  =  -+-i  ; 
si,  partant  de  l'origine  des  coordonnées,  le  point  qui  représente  z  suit 
une  courbe  donnée  quelconque,  les  valeurs  successives  des  radicaux  ' 
sont  déterminées  par  la  loi  de  continuité.  Les  points  critiques  cor- 
respondent ici  aux  valeurs  z  =  db  i  et  sont  tous  deux  situés  sur  Taxe 
des  X  de  part  et  d'autre  de  l'origine. 

Les  contours  élémentaires  sont  AIKI'IA  et  AGLG'GA.  Un  chemin 
quelconque  partant  de  A  et  se  terminant  en  Z  peut  être  remplacé  par 
une  série  de  contours  élémentaires  successivement  parcourus,  auxquels 
on  adjoint,  pour  terminer,  la  droite  AZ.  Lorsque,  partant  du  point  A, 
en  adoptant  pour  le  radical  la  valeur  + 1,  le  point  qui  représente  z 
parcourt  la  droite  AI,  si  l'on  nomme  e  le  rayon  de  cercle  G,I,  la  valeur 

du  radical ,  lorsqu'on  arrive  en  I  est  évidemment  -+-  v^i  —  s'  ;  mais, 
quand,  en  faisant  tourner  le  point  directeur  autour  du  petit  cercle,  on 
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l'aura  ramené  en  I,  le  radical  aura  pris  la  valeur  —  ^  —  s*.  On  a,  eo 
eflet. 


^i—-z^=  ^1  —  z  v/i 


z: 


les  deux  valeurs  de  v^i-hz,  n'étant  pas  infiniment  voisines,  ne  peuvent 
évidemment  pas  se  changer  l'une  dans  l'autre,  par  suite  du  chemin  in- 
finiment petit  qui  a  été  parcouru;  mais  celles  de  ^i—  z,  au  contraire, 
s'échangent  à  la  suite  de  la  rotation  du  point  qui  représente  z  autoor 


j\^j/ë" 


z 


iQf 


du  point  critique  C,.  Le  point  directeur  partant  de  I  pour  revenir  en  À 
et  achever  le  contour  élémentaire,  le  radical  ayant  pour  valeur  initiale 

—  V^i  —  e'  et  variant  d'une  manière  continue,  sera  constamment  né- 
gatif et  aura  pris,  lors  du  retour  en  A,  la  valeur  —  i,  égale  et  de  signe 
contraire  à  celle  qu'il  avait  au  départ.  Le  parcours  du  contour  élémen- 
taire correspondant  au  point  C,  change  également  et  pour  les  mêmes 
raisons  le  signe  de  la  fonction.  Il  résulte  de  là  qu'un  même  contour, 
parcouru  successivement  un  nombre  pair  de  fois,  n'amènera  dans  Tin* 
tégrale  que  des  éléments'qui  se  détruisent  deux  à  deux,  et,  comme  la 
fonction  retrouvera  en  A  la  valeur  primitive,  les  autres  éléments  res- 
'  teront  les  mêmes,  et  ces  contours  élémentaires  pourront  être  sup- 
primés. 

Dans  le  chemin  le  long  duquel  on  intègre,  on  doit,  d'après  cela, 
supposer  que  les  deux  chemins  élémentaires  soient  toujours  alternati- 
vement parcourus,  chacun  d'eux  pouvant  l'être  uu  nombre  quelconque 
de  fois,  mais  jamais  deux  fois  de  suite. 

Cherchons  la  portion  de  l'intégrale  relative  à  l'un  de  ces  contours. 
La  portion  relative  à  AI  est  évidemment 

arc  sin(i  —  s)  —  arc  sino  ; 
elle  diffère  infiniment  peu  de  -;  celle  qui  se  rapporte  au  contour  do 
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cercle  infinimeiii  petit  est  eUe-mème  infiniment  petite.  On  a,  en  eflét, 
pour  un  point  de  cercle, 

z  =  i-h  f(cosf -+■  v/^sinf  ),    dz=  t^^dff  {cosff  -h  v^—isiny  ), 


/dz 


cv/— i(cos«p  -f-  v/^^sin<p) 


V  [a  -*-  e  (cos  f  -h  \/—  1  sinf  )]  (—  i)  (cosy  -h  y'—  i  sin^ ) 


f/ç, 


et  Ton  voit  que  l'élément  de  l'intégrale  contient  \ft  en  facteur. 
L'intégrale  relative  à  lA  est  égale  enfin  à  celle  qui  se  rapporte  à  AI 

et  de  même  signe,  puisque  les  facteurs  dz  et  -— ==r  changent  de  signe 

v/i  — «' 

en  même  temps  quand  on  passe  de  l'une  des  intégrales  à  l'autre. 

L'intégrale  relative  au  premier  contour  élémentaire  est,  d'après 
cela,  égale  à  tt,  lorsque  la  valeur  initiale  du  radical  est  h-  i  ;  elle  serait 

—  TT  dans  le  cas  contraire.  L'intégrale  relative  au  second  contour  est 

—  TT  dans  le  premier  cas  et  +  tt  dans  le  second. 

Gela  posé,  si  l'on  commence  à  faire  parcourir,  au  point  qui  repré- 
sente z,  n  fois  chacun  des  deux  contours  élémentaires,  en  passant  al- 
ternativement de  l'un  à  l'autre,  l'intégrale  relative  à  l'un  de  ces 
contours  sera  =b  2/i7r,  selon  qu'on  aura  commencé  par  celui  de  droite 
ou  par  celui  de  gauche  ;  et,  si  l'on  prend  n  +  i  fois  le  premier  et  n  fois 
seulement  le  second,  elle  sera  =b  (^/z  -M)ir.  En  nommant  u  l'intégrale 
prise  le  long  de  AZ,  lorsque  la  valeur  initiale  du  radical  est  -hi,  et 

—  »,  par  conséquent,  lorsque  cette  valeur  est  —  i,  ce  qui  aura  lieu 
après  le  parcours  des  2/7  +  1  contours,  le  valeurs  que  peut  prendre 
l'intégrale  sont 

±  a/zTT  -4-  «, 

:t  [%n  -f-i)7r  —  a, 

ce  qui  est  précisément  l'expression  générale  des  arcs,  dont  le  sinus  est 
égal  à  sinu. 

25.  La  fonction  arcsinz,  considérée  comine  l'intégrale 


/•'     dz 

t/o    VI  — z' 


est,  on  vient  de  le  voir,  une  fonction  mal  définie  qui ,  pour  chaque 
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valeur  de  z,  peut  acquérir  une  infinité  de  valeurs  distinctes.  Mais,  si 
l'on  considère  u  comme  la  variable,  la  fonction  inverse 

z=  sina 

est  au  contraire  bien  définie.  H  importe  d*en  expliquer  la  raison.  Les 
variables  z  et  u  recevant  simultanément  des  valeurs  représentées  par 


<i> 


deux  points  du  plan,  il  faut,  pour  étudier  leur  dépendance,  suivre 
leurs  mouvements  simultanés.  Rapportons-les,  pour  plus  de  simpli- 
cité, à  des  axes  différents  OY,  OX  pour  z,  O'Y',  O'X'  pour  a.  L'é- 
quation 

dz 


du 


=  v/i-z* 


montre  que  les  points  critiques  de  la  fonction  z,  s'ils  existent,  doivent 
correspondre  à  z  =  di  i ,  et  par  conséquent,  d'après  l'étude  Sûte  pré- 

cédemment,  à  «  =  (2  A-  -f- 1)  -  • 

Soient,  par  exemple, 

z  =  i, 


représentés  respectivement  sur  la  figure  par  les  points  P  et  Q.  Suppo- 
sons que  le  point  qui  représente  z  tourne  autour  de  P  sur  un  cercle 
infiniment  petit  de  rayon  p;  cherchons  le  mouvement  correspondant 
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du  point  qui  représente  u.  Nous  devons  poser 

z=  n-p(coSf -h  i/— isiny), 
Éfe  =  py^^(co8ç-h  v^^sin^jcTf, 

et,  puisque  p  est  infiniment  petit,  en  remplaçant  i  +  z  par  a^ 

I—  «^=  (i  — z)  (i-h  z)  =  — ap(cosy-f-  V^— isiny) 
=  ap[cos(y-hff)  -+-  v/--7sin(y-f-7r)], 

et  par  conséquent 

la  constante  C  est  évidemment  égale  à  -  -  Il  est  clair  que,  7  variant  de 

zéro  à  2  ir  Je  point  qui  représente  u  décrit  une  demi-circonférence  de 

rayon  y^  autour  du  point  Q  ;  et  Ton  voit  que  2,  reprenant  sa  valeur 
primitive  après  avoir  fait  un  tour  entier,  u  ne  reprend  pas  la  sienne, 
et  c'est  pour  cela  que  u  est  une  fonction  mal  définie.  Mais  si,  au  con- 
traire, u  fait  un  tour  entier  sur  le  cercle  de  rayon  y/^p,  le  point  qui 
représente  z  fera  deux  tours  sur  le  cercle  de  rayon  p,  et  z,  considéré 
comme  fonction  de  u,  reprend  sa  valeur  primitive  lorsque  u  tourne 
autour  du  point  Q,  qui,  par  conséquent,  n'est  pas  un  point  critique. 
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NOTE  SUR  LA  TlftORII  MS  F«NGTI«liS  RLUPTItllES; 

Par  m.   J.  BERTRAND, 
Membre  de  TlDstitut. 


ConBidérons  l'int^rale 


(I) 


si  Ton  pose  2=  stn^,  elle  devient 

Jo    v/i-^-'siii'ç 

I  a  limite  <p ,  considérée  comme  fonction  de  a,  a  été  nommée  ampUtude  u  ; 
on  écrit 

f  =  ama, 

et,  par  conséquent,  la  limite  z  de  l'intégrale  (i)  est  égale  au  sinus 
d'amplitude  u  ; 

ssssinamii. 

Cette  fonction  z  est  une  généralisation  de  sinu,  auquel  il  se  réduit 
quand  on  suppose  X^  =  o. 

La  propriété  fondamentale  de  la  fonction  sinamu  se  déduit  de  l'in- 
tégration différentiello 
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Pour  intégrer  cette  équation,  posons 


dx 


(4)  ^=     v/(i-x')(i-/'x'), 

(5)  J  =  _^(i_^)(i_XV), 


et,  par  conséquent, 


($y=(«-*')(i-*'^). 

En  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  /  et  supprimant  le  facteur 


(ix 

-4-  :  on  en  déduit 

at 


dt 
et  de  même 


'''•^  =  -x(i-h/^)-4-2;t'ar», 


puis,  par  des  combinaisons  évidentes, 

d^Y        d^x  ,,      I   i  .     t\ 

et,  en  divisant  membre  à  membre,  simplifiant  et  décomposant  le  déno- 
minateur du  premier  membre  en  deux  facteurs  dont  l'un  est  transporté 
dans  le  second  membre, 


d 

X  — 

dt 


'r         d^^  ,,       /    dy         dx\ 


dy         dx  1  —  A^x'x 

dt^^dt 


Dans  chaque  membre,  le  numérateur  est  la  dérivée  du  dénominateur, 
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et  nous  avons,  en  intégrant, 

c'est-à-dire,  en  nommant  p  une  constante  dont  le  logarithme  est  C, 

dr        dx 
dt      -^  dt  _ 

et,  en  remplaçant  ^  ^^  -^  P^  ^^^^  valeurs, 


:r/(i-r')(i-X-V)-~rv/(i--xM(i-/-^x»)^e 

Telle  est  l'intégrale  de  Téquation  (3);  en  posant,  conformément  à  la 
notation  indiquée, 

Je  dx 

— î    x=smamtt, 
0    v/(i-^)(i-^'^') 


l'équation  (6)  devient 


-,     jrz=Bm9mVf 


(7)  P  = 


sinamtf  v'(i  —  sin?am  p)(i^P  sin'amt»  ) 
sinampv'(i  —  sin^amu)  (i  —  X-^sin^ama) 


i  —  Â*  sin*  am  u  sin'  am  p 


Cette  équation  étant  l'intégrale  de  Téquation  (3)  exprime  évidenoment 
que  «+ f'  est  constant  ;  p  qui  reste  constant  en  même  temps  que  u  +  f 
est  donc  une  fonction  de  tf  +  p,  et,  comme  il  se  réduit,  pour  p  =  o,  à 
sinamtf,  on  a  enfin 


sinamu  v/(i  •—  sin'am  p)  (i  —  ^  sin'amp) 

,^,   .        ,         .      (-+-  sinampv^fi— -sin'amtt)  (i  — ^sin^amu)) 

(8)8inam(«H-p)  =  ^ ,..  . -i —• 

^  '  ^         '  I  — ^sm'amtfsm'amp 
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Posons 


v/i  — siQ'ama=  cosama, 
V^i  —  ^8in'amK=  Âama; 

réquation  (8)  devient 

,   ,    .        ,        .      sinamucosampAamPH- sinamPCOsampAam/f 

(q)  sinain(«-+-p)=  ,...._ — .  , 

^^'  ^        '  I  — ^'ôin'ami^sm'amt' 

Des  calculs  faciles  donnent,  après  des  réductions  élémentaires, 


C08am(a-h»')=  /i  — 8in'am(a-h  v) 
(^^)  {  _  cosamacosamp  —  sinam^sinampAanmAamp 

~  i  —  k^  sin'  am  u  sin'  am  p 

Aam(«-hp)  =  v^i  — X:*8in*am(aH-p) 
(^i)  {  _  Aam^Aamp— A^'sin'amusinampcosamucosamp 

""  I  —  ^*  sin*  am  u  sin'am  c 

Les  formules  précédentes  impliquent  des  ambiguïtés  résultant  de  ce 
que  cosam;^  et  Aamu,  définis  par  des  radicaux,  sont  susceptibles  cha- 
cun d'un  double  signe  ;  il  faut  faire  disparaître  cette  cause  d'indéter- 
mination qui  rendrait  la  théorie  nouvelle  aussi  imparfaite  que  le  serait 

la  Trigonométrie  si  la  fonction  cosx  définie  comme  égale  à  v/i  — sin^x 
pouvait,  pour  chaque  valeur  de  x,  recevoir  un  signe  arbitraire. 
Posons 

(12)  x  =  sinami£, 

(i3)  j=co8amtt, 


z  =  Aamcf; 


on  a  par  définition 


Jf* dx r- 
0     ^(l-^nii-^^'^Î^Jo 


dx 


cosamaAamM 


et  par  conséquent 

(14)  ^rrcosam^Aamu; 

Caic.inf.  D.—  H.  34 
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mais 

dx     c/sinama  ddxau 

— -=  — =  cosamu — 7 — ; 

du  du  du 

donc 

dzmu 

— :; —  =  Aamii, 
du  ' 

^cosamu  ^ama 

— , =  —  sinamtf — , —  =  —  smamuAamn, 

du  du  ' 

, .             —  ^sm  am  ïf  cos  ama  — -, — 
/xAamtf                                       du  ,,  . 

— -, —  = z—    .^—-.- =  — A-'sinamttCOsama; 

et  nous  pouvons  définir  les  trois  fonctions  «r,  7,  z  par  les  équations 

dx 
(•5)  ^=     p. 

(■6)  1  =  —. 

(•7)  Ê^-^'^''- 

qui  ne  donnent  lieu  à  aucune  ambiguïté.  Les  intégrales  de  ces  équa- 
tions contiennent,  il  est  vrai,  trois  constantes  arbitraires  dont  il  Haut 
choisir  les  valeurs. 
On  déduit  de  (1 5)  et  (16) 


dx        dr 

H  y  — 

du      ^  du 


^7.-^-r±  =  o, 


donc 

(18)  x'-4-/=:C. 

Nous  supposerons  C  =  i,  et  Ton  aura 

y^sj\  —  x'^\ 

(i5]  et  (17)  donnent 

,,    dx        dz 
du         du         ' 
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donc 

(19)  it'x»-f-z»=C. 

Posons  également  C  =  i,  nous  aurons 


L'équation  (i3)  donne,  en  vertu  des  précédentes, 


g  =  v/(i~^T(ï->?M; 


donc 


Jr**^  dx 


x') 


En  posant  C  =  o,  la  troisième  constante  sera  déterminée,  et  nous 
aurons 

x  =  sinam{<, 

j  =  cosam^^, 

z  =  Aamu. 

Pour  a  =  o,  on  a  a:  =  o  ;  7  et  z,  d*après  les  équations  (i8  )  et  (19) ,  sont 
égaux  à  ±  I  ;  prenons  7  =  -t- 1 ,  ;8  =  -t- 1 ,  les  fonctions  seront  entière- 
ment définies. 
Les  formules  fondamentales 

,   ,     .        ,        ,     sinamucosampAamp+sinampcosamuÂamr^ 

(9)   smam(a-HP)= ^#,- —■, •  » > 

^^'  ^        '  i  — ^' sin'amasm^amp 

,     ,  ,        ,     oosamifcosamc'  — sinamttsinampÂamuÀamp 

(10  !  cosam(tt-f-(')= Ti-— 5 •  2 » 

^     '  ^        '  I— -/•'sm'amttsm'amj' 

,     V     ^      ,        X     AamnAamp— x-'sinamwsinamt'cosamtfcosamc 
^     '  ^        '  I  —  A-'sm'amttsm^ami' 

peuvent  se  vérifier  une  fols  connues,  de  manière  à  faire  disparaître  la 
difficulté  qui  provient  des  radicaux  par  la  considération  desquels  on 
les  a  obtenues;  il  suffît  de  prendre  les  dérivées  des  seconds  membres 
par  rapport  à  «  et  par  rapport  à  v  successivement,  et  l'on  vérifie  aisé-  ^ 
ment,  d'après  les  dérivées  connues  de  sinamu,  cosamt^  et  Àam^t,  que, 
pour  chacun  des  trois  seconds  membres,  la  dérivée  par  rapport  à  u 

34. 
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est  égale  à  la  dérivée  par  rapport  à  v.  Or  Téquation 

du~~  dv 
a  pour  intégrale 

les  seconds  membres  des  formules  (9),  (10)  et  (n)  sont  donc  trois 
fonctions  de  (  a  +  p}  ;  en  faisant  (^  =  o,  on  voit  que  le  premier  est  égal 
à  8inam(i£  +  p),  le  deuxième  à  cosam(aH-<')  et  le  troisième  à 

Àam(a+  c). 

Double  périodicité  des  trois  fonctions. 
Reprenons  Téquation 

i  ^  r'  dr 

Soit  M  la  valeur  de  u  correspondant  à  x  =  i, 
/    X  r^  dx 

on  aura 

sinam6>  =  1; 

k  étant  supposé  plus  petit  que  l'unité,  tous  les  éléments  de  ta  sont  réels 
et  il  en  est  par  conséquent  de  même  de  &>. 

Si  Ton  fait  varier  x  de  la  valeur  i  à  la  valeur  y»  les  éléments  de 

A" 

l'intégrale  deviennent  imaginaires  ;  la  partie  réelle  est  évidenunent  o), 
et  l'on  peut  poser 


/ 

•/o 


=  &>-+-  or  ^/  —  I 


,  et  par  conséquent 

sinam(w-h  ci)V--0  =  tî 
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on  en  déduit 

cosamo»  =  o, 

Aamu  =  \/i  —  X-', 

cofiam(«H-»'v/^)=  i/ï— i' 
Aam(o>-4- w'v/^)  =  o. 

ta  et  »'/—!  jouent  dans  l'étude  de  la  fonction  sinamcf  un  rôle  analogue 
et  aussi  important  que  celui  du  nombre  n  dans  la  Trigonométrie. 
Les  formules  (9),  (10),  (11)  donnent,  si  Ton  y  fait  u  =  p  =  a>  ou 

sinamao»  =  o, 
cosam2e>>  =  — I, 
Aamaca  =  -HI, 

sinam  (aw  -4-  26)'/^)  =  o, 

cosam  (  2»  -4-  awV— 0  =  -^  i  » 

Aam(a»-h  awV— 0  =  —  ^î 

et  nous  pouvons,  à  Taide  de  ces  valeurs,  vérifier  que  les  fonctions 
sinama,  cosamu  et  Aamu  sont  doublement  périodiques.  Les  équa- 
tions (9),  (10),  (11)  donnent,  quel  que  soit  u, 

sinam  (u  -h  ikù)  =  —  sinamu, 
sinam  (a  H- 2  o> -h  2<ù'^—i)~  —  sinamu; 

et  par  conséquent  la  fonction,  qui  change  de  signe  sans  changer  de 
valeur  quand  on  ajoute  2a>  à  la  variable,  reprendra  la  valeur  et  son 

signe  si  Ton  ajoute  4»,  l'addition  de  26>  h-  2b>' v^— i  donnant  le  même 
r^ultat  que  celle  de  20J  ;  et  a +  26>  pouvant  être  considéré  comme  une 

valeur  arbitraire  de  la  variable,  on  peut  ajouter  26>'/^à  la  variable 

sans  changer  la  fonction,  et.  2&>V--^  ost  une  seconde  période.  On 

verra  de  même  que  cosam  2^  a  pour  périodes  4  (^  et  2&>  -f-  2a)V~~^)  ot 

que  Aamu  a  pour  périodes  2o>  et  4<^V'~'* 
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Théorème  de  PonceUt, 

Jacobi  a  donné  une  forme  géométrique  élégante  à  l'intégrale 
de  l'équation  différentielle  (3),  dont  nous  avons  déduit  la  formule 
sinam(tf  +  p),  et  de  cette  représentation  il  a  conclu  la  démonstration 
fort  remarquable  d'un  beau  théorème  dû  à  Poncelet  :  Si  deux  cercles 
non  concentriques  (C)  et  (0)  sont  tels  qu'on  puisse  circonscrire  à 
l'un  un  polygone  d*un  certain  nombre  de  côtes  inscrit  en  même  temps 
à  r autre,  il  existera  une  infinité  de  polygones  du  même  nombre  de 
côtés  remplissant  la  même  condition. 


Menons  la  tangente  PQ  à  la  circonférence  0;  du  point  Q  menons  la 
tangente  QR,  et  ainsi  de  suite;  il  est  clair  que,  si  en  continuant  de  la 
sorte  nous  retombons  sur  le  point  P,  nous  aurons  obtenu  un  polygone 
circonscrit  au  cercle  0  et  inscrit  au  cercle  G. 

Nommons  2  fp  l'angle  AGP  et  2({>,  l'angle  AGQ  ;  soient  a  la  distance  OG 
des  deux  centres,  R,  r  les  deux  rayons;  si  nous  considérons  la  tan- 
gente P'Q'  infiniment  voisine  de  PQ,  elle  rencontrera  PQ  au  point  1 
de  tangence  avec  la  circonférence  0.  Les  deux  triangles  semblables 
PIP',  QIQ'  donnent 

PI  ^  J'I  ' 
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et,  cooune  Q'\  diffère  infiniment  peu  de  Q^ 

l^oj  Pl-QI' 

on  a  d'ailleurs 

QÎ'=  OQ'-OP^  R*-+- a'~  H-h  aoRcosay,, 

2 

PI  =  R'-ha*— r^H-  aaRcosaf, 

et,  en  remplaçant  cosatp  et  cosaf,  par  leurs  valeurs  i— asin'?, 
I  —  asin'tp,,  et  posant  X*  =  ,^   ^y  Téquation  (i)  devient 

dy d^ 

V^i—  X-'sin^f      v^i  —  X*sin'<p, 

et  par  suite 

(ai)  J  -ô-=F=  ■"  f ^ — -  =  const. 

Jq     v^i-X-^sin*(p,      Jo     /i-X'sin> 

La  constante  est  évidemment  la  valeur  que  prend  la  première  inté- 
grale quand  on  a  «p  =  o,  c'est-à-dire  quand  (p,  est  la  moitié  de  Tangle 
BCÂ  que  nous  représenterons  par  aa;  on  a  donc 

Jq     /i— X-'sin>      Jq    /i  — X-^sin'y     Jo    y/i  — X^'sin> 

On  aura  de  même,  en  appelant  f,,  73, . . .  les  valeurs  de  f  correspon- 
dant aux  points  R,  S, 


(I  c/  o  •/  O 

«/  0  t/o  «/o 


et,  en  ajoutant  les  égalités, 


? 
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Mais,  si  le  polygone  se  ferme,  c'est-à-dire  si  nous  retombons  sur 
point  de  départ  P,  on  aura 

ay,  =  27  -f-  amw, 
et  réquation  (23)  deviendra 


Jo  \/i-A'sin>     Jo    \/i— X-'sin^f       Jo   V"— ^'*sin*? 


Le  premier  membre  est  égal  évidemment  à 


•*"         X 


? 


et,  à  cause  de  la  périodicité  de  sinus,  cette  intégrale  peut  être  rem- 
placée par 


(.6)  r«_A_ 

Jo       v^i  — X'sin* 


car  les  éléments  supprimés  sont  égaux  précisément  à  ceux  que  l'on 
ajoute.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Téquation  (24) 
soit  satisfaite  est  donc  indépendante  de  la  valeur  attribuée  à  la  limite 
inférieure  (p,  c'est-à-dire  de  la  position  du  point  P  pris  pour  premier 
sommet  du  polygone.  Si  donc  le  polygone  se  ferme  pour  une  position 
choisie  du  point  P,  il  se  fermera  pour  toutes  les  autres. 


FIN    DU   TOME    SECOND. 
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